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VIE  ET  TRAVAUX  DE  L.-V.  LORENZ. 

JLmdvig  Valentin  Lorenz  naquit  le  18  janvier  1829, 
à  Helsingor.  Son  père  était  de  Stralsund  et  s'était  marié 
avec  la  fille  d'un  boulanger  de  Helsingor,  à  qui  il  suc- 
céda dans  son  commerce.  En  1835,  Lorenz  le  père 
s'établit  comme  marchand  à  Maribo,  petite  ville  située 
dans  l'île  Laaland.  C'est  pour  cela  que  L.-V.  Lorenz  a 
reçu  son  instruction  à  l'école  supérieure  de  Nykjobing, 
petite  ville  voisine  de  Maribo.  De  très  bonne  heure, 
il  fit  voir  un  penchant  extraordinaire  pour  l'étude  des 
mathématiques.  Lorenz  le  père  s'intéressait  lui-même 
aux  mathématiques  et  à  la  mécanique  et  avait  assez 
largement  initié  son  fils  à.  ces  branches  de  la  science,  et 
notre  Lorenz  a  de  son  propre  chef  continué  ces  études. 
Ainsi,  et  son  éducation  et  ses  dispositions  personnelles 
ont  fait  de  lui  un  autodidacte:  il  dit  lui-même  qu'il  a 
pris  l'habitude  mauvaise  de  trouver,  sans  s'inquiéter  des 
recherches  des  autres,  la  solution  des  problèmes,  quitte 
à  savoir  ensuite  qu'ils  étaient  déjà  résolus  depuis  long- 
temps. Cette  manière  de  faire  ses  études  est  assez  lente, 
et  tandis  que  d'un  côté  il  avait  de  bonne  heure  déve- 
loppé ses  dons  pour  les  mathématiques,  il  était,  d'un 
autre  côté,  en  retard  dans  les  autres  branches  de  son 
instruction.  On  comprend  qu'il  ne  pouvait  pas  profiter 
beaucoup  de  l'instruction  mathématique  donnée  à  l'école: 
il  a  dit  plus  tard  qu'il  n'avait  pas  en  général  tiré  grand 


profit  de  cette  instruction;  qu'il  avait  au  contraire  dans 
les  années  de  l'école  le  plein  loisir  et  tout  le  temps  de 
lire  des  choses  qui  ne  faisaient  pas  partie  de  l'enseigne- 
ment. Après  avoir  passé  son  examen  comme  étudiant 
en  1849,  il  alla  à  l'école  polytechnique  de  Copenhague 
pour  préparer  son  examen  de  mécanicien  ;  mais  la  manière 
dont  Ramus  (le  professeur  d'alors)  exposait  les  mathé- 
matiques supérieures  le  rebuta.  C'est  pourquoi  il  se 
décida  à  étudier  la  chimie;  il  fit  la  plupart  de  ses  études 
sans  l'aide  des  professeurs,  n'assista  qu'à  peu  de  leçons, 
mais  s'attacha  aux  problèmes  de  la  physique,  surtout 
aux  spéculations  sur  la  nature  de  la  chaleur. 

Par  suite  il  n'obtint  à  son  examen  qu'une  note 
assez  médiocre.  Après  cet  examen,  il  devint  précepteur 
chez  le  comte  Moltke  Huidtfeldt,  puis  il  gagna  sa  vie  en 
enseignant  dans  plusieurs  écoles  de  Copenhague.  De 
septembre  1858  jusqu'à  juillet  1859,  Lorenz  séjournait  à 
Paris  aux  frais  de  l'état.  Il  y  a  suivi  les  cours  de  Reg- 
nault,  des  deux  Becquerel  père  et  fils,  de  Despretz,  de 
Desains,  de  Bertrand  et  de  Lamé.  De  1866  à  1887, 
Lorenz  fut  professeur  au  séminaire  de  Blaagaard,  et  de 
1866  à  1887  professeur  de  physique  à  l'école  royale 
mftîtaire  supérieure  (plus  tard  nommée  l'école  des  offi- 
ciers). Cette  dernière  profession  fut  de  sa  part  l'objet 
d'une  préférence  marquée  et  il  avait  à  un  haut  degré 
l'approbation  de  ces  collègues  et  de  ses  élèves,  quoique 
ses  leçons  exigeassent  assez  souvent  un  trop  grand  effort 
des  auditeurs.  En  1887,  la  direction  de  la  fondation 
Carlsberg  lui  offrit  une  situation  de  savant  libre,  qu'il 
accepta  volontiers.  Dès  lors  il  pouvait  faire  ce  qu'il 
avait  désiré  depuis  longtemps:  consacrer  tout  son  temps 
à  ses  recherches   scientifiques.     Malheureusement,    il  ne 
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lui  restait  que  peu  de  temps  à  travailler.  Le  9  juin 
1891,  uue  apoplexie  du  cœur,  conséquence  d'une  ma- 
ladie dont  il  avait  déjà  longtemps  souffert,  mettait  fin  à 
sa  vie.  Lorenz  s'était  marié  le  12  août  1862  avec 
Agathe  Fogtmann.  En  1876,  il  fut  nommé  professeur 
agrégé  et  en  1887,  à  son  départ  de  l'école  des  officiers, 
conseiller  d'état. 

Depuis  1866,  il  était  membre  de  l'académie  royale 
des  sciences  de  Copenhague  et  en  1887  il  reçut  le  titre 
honorifique  de  docteur  en  philosophie  de  l'université 
d'Upsala. 

Nous  avons  dit  ci-dessus  que  Lorenz  s'occupa  de 
bonne  heure  des  problèmes  mathématiques.  Son  intérêt 
pour  la  physique  fut  éveillé  par  quelques  leçons  faites 
en  1840  par  G.  Carlsen,  plus  tard  ingénieur  des  travaux 
maritimes.  Mais,  du  reste,  il  s'intéressa  ensuite  très 
vivement  à  divers  autres  sujets.  Il  avait  pendant  quelque 
temps  l'intention  de  se  faire  théologien  ;  il  étudia  l'hébreu, 
sur  lequel  il  passa  un  examen,  et  dans  ses  années  d'étu- 
diant il  était  plein  de  Soren  Kirkegaard  (philosophe  et 
théologien  danois).  La  politique  aussi  l'intéressa  beau- 
coup, et  il  a  écrit  en  1865  un  pamphlet  sous  ce  titre 
«Notre  lutte  intérieure".  Ce  pamphlet  conserve  encore 
quelque  intérêt,  car  Lorenz  y  prédit  certaines  consé- 
quences de  la  constitution,  qui  n'ont  pas  manqué  de  se 
manifester.  Mais  enfin  son  intérêt  pour  la  physique 
mathématique  prévalut,  et  il  développa  successivement 
la  rare  association  des  aptitudes  expérimentales  et 
mathématiques  qu'il  possédait. 

Les  productions  de  Lorenz  sont  presque  toutes 
mathématiques  en  même  temps  que  physiques;  tantôt 
prévaut  le  côté  mathématique,    tantôt  le  côté  physique; 
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mais  presque  toujours  que  les  mathématiques  lui  ser- 
vent à  développer  les  idées  physiques.  Son  intérêt  pour 
la  mathématique  pure  n'est  pas  aussi  développé  que  son 
intérêt  pour  la  physique,  et,  quand  il  traite  un  problème 
purement  mathématique ,  il  se  soucie  plus  des  résultats 
que  de  l'exactitude  des  raisonnements.  (Voir,  par  ex- 
emple, le  dernier  mémoire  „Sur  le  nombre  des  nombres 
premiers".)  Je  crois  qu'on  peut  dire  que  son  talent  prin- 
cipal était  sa  disposition  brillante  pour  l'invention  des  mé- 
thodes, combinée  avec  un  sens  très  fin  de  la  valeur  des 
résultats  approchés,  même  quand  il  ne  peut  donner  au- 
cune limite  des  erreurs  commises.  C'est  ce  double  don 
qui  lui  permit,  par  exemple,  de  parvenir  au  but  dans  le 
mémoire  „Sur  la  lumière  réfléchie  et  réfractée  par  une 
sphère  transparente". 

Son  défaut  est  dans  ses  raisonnements  purement 
spéculatifs,  qui  sont  très  peu  clairs.  Aussi  une  grande 
partie  de  ses  mémoires  sont  très  difficiles  à  comprendre, 
surtout,  quand  les  expériences  ne  peuvent  pas  confirmer 
ou  infirmer  les  résultats  (voir  par  exemple  le  mémoire: 
„Sur  la  compensation  des  erreurs  d'observation").  J'ai 
dit  plus  haut  que  son  intérêt  pour  la  physique  était  plus 
grand  que  son  intérêt  pour  la  mathématique;  je  dois 
pourtant  ajouter  que  quelques-uns  de  ses  mémoires  pure- 
ment mathématiques  conserveront  toujours  leur  impor- 
tance, par  exemple  le  beau  mémoire  sur  les  fonctions 
besséliennes. 

Cela  dit,  je  considérerai  un  peu  plus  en  détail  les 
objets   différents   des   recherches  scientifiques  de  Lorenz. 

Je  commencerai  par  ses  travaux  optiques.  Ces  tra- 
vaux   sont    assez    nombreux    et   en    même    temps    leur 


étendue  est  considérable:  ils  remplissent,  comme  on  le 
voit,  tout  le  premier  volume  des  „  Œuvres". 

Les  travaux  de  Lorenz  sur  la  théorie  de  la  lumière 
embrassent  presque  toute  cette  théorie  et  formeraient 
avec  quelques  suppléments  une  base  excellente  pour  le 
développement  de  l'Optique  physique  tout  entière.  On 
peut  indiquer  en  peu  de  mots  le  but  des  cinq  premiers 
mémoires  en  question:  ce  but  est  d'établir  une  formule 
mathématique  qui  résume  les  résultats  de  toutes  les 
recherches  faites  sur  la  théorie  de  la  lumière.  Lorenz 
veut  de  plus  que  cette  formule  soit  déduite  non  de  la 
considération  des  causes  physiques  des  phénomènes  lu- 
mineux, mais  seulement  des  résultats  d'observation,  et, 
comme  je  l'ai  dit,  qu'elle  comprenne  tous  les  résultats, 
à  l'exception  toutefois  de  ceux  qui  dépendent  de  forces 
inconnues  (électriques,  chimiques,  etc.).  Inversement, 
des  phénomènes  embrassés  par  la  formule  on  ne  pourra 
déduire  que  les  équations  fondamentales  et  non  une 
théorie  physique  (voir  le  cinquième  mémoire:  Sur  la 
théorie  de  la  lumière,  p.  145).  C'est  peut-être  dans  les 
forces  inconnues  qu'est  cachée  cette  théorie  (voir  le 
sixième  mémoire).  Il  est  évident  que,  pour  établir  cette 
formule,  on  a  besoin  d'un  fondement  expérimental,  ad- 
missible en  toute  généralité.  Lorenz  le  trouve  dans  la 
théorie  du  mouvement  ondulatoire  de  la  lumière  et  dans 
les  formules  de  Fresnel  relatives  à  l'intensité  des  rayons 
réfractés  et  réfléchis  par  la  surface  de  séparation  de 
deux  milieux  homogènes  et  isotropes. 

Le  but  des  trois  premiers  mémoires  est  de  démontrer 
la  légitimité  des  hypothèses  admises  et  de  définir  avec 
plus  de  précision  la  manière  dont  s'opère  le  mouvement 
ondulatoire. 
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Le  premier  et  le  troisième  mémoire*  cherchent  à 
déterminer  la  direction  des  vibrations,  le  premier  par 
des  considérations  théoriques  et  par  des  expériences,  le 
troisième  uniquement  par  des  calculs.  On  possède, 
comme  on  sait,  deux  théories  également  admissibles  de 
la  direction  des  vibrations  lumineuses,  celle  de  Fresnel 
et  celle  de  Neumann.  Lorenz  cherche  dans  les  deux 
mémoires  en  question  à  trancher  la  question  de  savoir 
laquelle  est  préférable.  Je  crois  pourtant  que  ni  ses 
calculs  ni  ses  expériences  ne  sont  décisifs.  Les  calculs 
ne  donnent  qu'une  certaine  approximation  et  les  expé- 
riences ne  concordent  pas  complètement  avec  les  calculs. 
Peut-être  est-il  impossible  de  trancher  la  question  sans 
définir  avec  plus  de  précision  en  quoi  consiste  le  mouve- 
ment ondulatoire;  car,  d'après  la  théorie  électromagnétique, 
le  mot  „éther"  est  devenu  insignifiant,  et  il  faut  définir 
si  c'est  par  exemple  la  force  électrique  ou  la  force 
magnétique  qui  prend  part  au  mouvement  ondulatoire. 
Mais,  quelle  que  soit  la  direction  des  vibrations,  je  ne 
crois  pas  qu'elle  ait  aucune  influence  essentielle  sur  la 
forme  des  équations  fondamentales  de  la  théorie  de  la 
lumièra. 

Le  second  mémoire  du  fascicule  (Sur  la  réflexion 
de  la  lumière  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux 
transparents  et  isotropes)  traite  de  quelques  expériences 
faites  par  Jamin  sur  la  réflexion  à  la  surface  des  corps 
transparents,  expériences  qui  mettent  en  évidence  quelques 
écarts  par  rapport  aux  formules  de   Fresnel.     Dans  ce 


*  Détermination  de  la  direction  des  vibrations  de  l'éther  lumineux 
par  la  polarisation  de  la  lumière  diffractée.  —  Détermination 
de  la  direction  des  vibrations  de  rétrier  par  la  réflexion  et  par 
la  réfraction  de  la  lumière. 
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mémoire  important,  l'auteur  cherche  à  démontrer  que 
ces  écarts  ne  sont  qu'apparents  et  peuvent  être  expliqués 
par  la  supposition  que  deux  corps  ne  sont  jamais  séparés 
par  une  surface  proprement  dite,  mais  qu'il  existe  tou- 
jours de  l'un  à  l'autre  une  couche  de  transition,  et  que 
par  conséquent  l'indice  de  réfraction  ne  change  pas 
brusquement  quand  on  passe  d'un  corps  à  l'autre,  mais 
varie  toujours  par  degrés  insensibles. 

On  sait  que  Christoffel  (Fortschritte  der  Physik, 
t.  16,  voir  note  6)  a  fait  à  cette  théorie  l'objection,  d'ail- 
leurs fondée,  qu'une  certaine  quantité  que  Lorenz  sup- 
pose toujours  très  petite  doit  nécessairement  devenir 
parfois  infiniment  grande.  Mais  cette  quantité  n'entre 
dans  les  formules  de  Lorenz  que  comme  élément  d'une 
intégrale,  et,  comme  j'ai  cherché  à  le  démontrer,  elle 
est  vraisemblablement  infinie  de  telle  manière  que  l'inté- 
grale soit  toujours  très  petite,  en  sorte  que  l'objection 
indiquée  ne  peut  suffire  à  renverser  l'hypothèse  de  Lorenz. 

Après  avoir  développé  la  base  de  sa  théorie  de  la 
lumière  dans  les  trois  premiers  mémoires,  Lorenz  établit 
dans  le  quatrième  mémoire  (Sur  la  théorie  de  la  lumière) 
les  équations  fondamentales.  Ces  équations  expriment 
le  mouvement  de  la  lumière  dans  un  milieu  quelconque, 
homogène  ou  hétérogène,  isotrope  ou  anisotrope.  La 
possibilité  du  développement  de  ces  équations  repose 
sur  l'hypothèse  admise  par  Lorenz,  que  les  lois  indi- 
quées s'étendent  à  tous  les  cas  sans  exception,  si  petites 
que  soient  les  dimensions  des  corps,  fussent-elles  même 
insignifiantes  en  comparaison  de  la  longueur  d'une  onde 
lumineuse. 

Lorenz  se  sert  ensuite  de  ses  équations  fondamen- 
tales   pour    mettre    en    évidence   comment   on    en    peut 
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déduire  quelques  singularités  bien  connues  de  la  lumière, 
à  savoir  la  double  réfraction  et  la  rotation  du  plan  de 
polarisation,  en  faisant  quelques  hypothèses  simples  sur 
la  constitution  moléculaire  des  corps. 

Le  développement  de  ces  propriétés  est  très  intéres- 
sant, car  on  reconnaît  par  les  considérations  de  Lorenz 
qu'un  corps  doit  être  doublement  réfringent,  lorsqu'il  est 
constitué  par  des  couches  périodiques.  Des  expériences 
ont  confirmé  cette  conclusion.  Un  grand  intérêt  s'attache 
également  à  la  théorie  de  la  rotation  du  plan  de  polari- 
sation, car  Lorenz  prouve  que  cette  rotation  doit  avoir 
lieu  quand  le  corps  est  constitué  par  des  couches  entre- 
croisées formant  par  leurs  intersections  mutuelles  des 
figures  géométriques  semblables  aux  polyèdres  réguliers. 

Le  cinquième  mémoire  donne  plus  d'extension  à  la 
théorie  de  la  lumière.  Il  fait  voir  entre  autres  choses 
que  la  théorie  de  Lorenz,  qui  est  fondée  sur  l'hypothèse 
de  Fresnel,  est  en  concordance  avec  celle  de  Neumann, 
si  l'on  fait  l'hypothèse  que  les  quantités  au  moyen  des- 
quelles est  représenté  le  mouvement  ondulatoire  n'ont 
pas  d'existence  physique,  mais  sont  simplement  des 
grandeurs  fictives,  introduites  pour  faciliter  le  calcul  des 
phénomènes  directement  observés. 

On  peut  se  demander  si  Lorenz  a  en  effet  atteint 
son  but,  qui  était  d'établir  des  formules  mathématiques 
susceptibles  d'embrasser,  indépendamment  de  toute  hypo- 
thèse physique,  l'ensemble  des  résultats  d'observation. 
A  cette  question  je  crois  qu'on  doit  répondre  qu'il  n'y 
a  pas  complètement  réussi.  Car ,  même  en  supposant 
les  lois  de  Fresnel  absolument  exactes,  les  expériences 
font  seulement  voir  qu'elles  s'appliquent  à  des  surfaces 
de  dimensions  finies,    tandis  que  les   calculs  de  Lorenz 
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exigent  qu'elles  soient  applicables  à  des  surfaces  infini- 
ment petites,  ce  qui  implique  une  hypothèse  physique. 
Lorenz  dit  bien  qu'il  regarde  toute  autre  formule,  qui 
présente  la  même  concordance  avec  les  expériences, 
comme  ayant  la  même  validité  (voir  p.  91).  Mais,  en 
considérant  la  forme  des  équations,  on  reconnaîtra,  ce 
me  semble,  qu'elles  ne  peuveut  guère  être  déduites  unique- 
ment des  expériences,  et  que  l'expérience  ne  peut  tran- 
cher la  question  de  savoir  si  les  équations  de  Lorenz 
sont  préférables,  par  exemple,   aux  équations  ordinaires. 

Lorenz  a  pourtant  par  ses  équations  atteint  le  but 
de  démontrer  qu'il  est  possible  d'établir  des  équations 
fondamentales  applicables  à  tous  les  milieux  sans  re- 
courir â  l'hypothèse  des  forces  moléculaires.  C'est  pré- 
cisément cette  hypothèse  qu'il  rejette  et  dont  il  fait  la 
critique  en  disant  (cinquième  mémoire,  p.  141):  „On 
pourrait  croire  qu'on  aurait  été  conduit  par  la  connais- 
sance si  importante  de  la  nature  des  forces  moléculaires 
à  des  conclusions  nouvelles:  en  réalité,  il  n'en  fut  pas 
ainsi.  Au  contraire,  il  s'est  produit  ici  un  fait  qui  s'est 
répété  ailleurs,  par  exemple  dans  les  hypothèses  qu'il 
était  nécessaire  d'ajouter  pour  l'explication  de  la  double 
réfraction:  on  a  reconnu  qu'on  ne  pouvait  se  servir  des 
suppositions  nouvelles  qu'à  l'endroit  où  elles  étaient  faites  ; 
on  ne  pouvait  pas  en  déduire  d'autres  conséquences". 

On  peut  encore  faire  d'autres  objections  contre  l'ap- 
plication pratique  des  équations  fondamentales  de  Lorenz. 
Ce  sont  des  équations  aux  dérivées  partielles,  dont  l'ap- 
plication exige  toujours  une  hypothèse  sur  la  forme  et 
la  disposition  des  molécules;  par  exemple  la  théorie  de 
la  double  réfraction  implique  la  supposition  de  couches 
périodiques.     L'admissibilité  de  ces  hypothèses  ne  peut 


évidemment  être  démontrée  que  par  leur  concordance 
avec  la  réalité;  mais  il  est  toujours  difficile  de  conclure 
des  effets  aux  causes. 

De  plus  les  applications  exigent  l'intégration  d'équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  dont  on  ne  connaît  pas 
l'intégrale  générale.  Les  intégrations  sont  presque  tou- 
jours faites  par  des  développements  en  série,  dont  on 
suppose  la  forme  connue  a  priori,  mais  de  cette  manière 
on  ne  sait  pas  si  la  solution  du  problème  ainsi  obtenue 
est  la  plus  générale,  et  encore  est-il  souvent  nécessaire 
d'omettre  la  démonstration  de  la  convergence  des  séries. 

Enfin ,  j'appellerai  l'attention  sur  le  fait  qu'il  est 
quelquefois  impossible  de  reconnaître  l'ordre  de  grandeur 
des  quantités  qui  entrent  dans  les  calculs  de  Lorenz;  il 
me  semble  parfois  qu'il  néglige  des  quantités  du  même 
ordre  que  les  quantités  conservées. 

Mais,  quoi  qu'il  en  soit,  je  crois  que  les  équations 
fondamentales  de  Lorenz  conserveront  leur  importance, 
et  qu'il  a  pleinement  démontré  qu'on  peut  avec  avantage 
remplacer  la  théorie  des  forces  moléculaires,  qui  sont 
tout  à  fait  hypothétiques,  par  la  théorie  plus  simple  de 
la  forme  et  de  la  disposition  des  molécules. 

Enfin  j'appellerai  l'attention  sur  le  sixième  mémoire 
„Sur  l'identité  des  vibrations  de  la  lumière  et  des  cou- 
rants électriques".  C'est  peut-être  le  plus  remarquable 
des  mémoires  purement  théoriques  de  Lorenz. 

Lorenz  y  développe  dès  1867  le  fondement  de  la 
théorie  électromagnétique  de  la  lumière.  Il  est  vrai  que 
Maxwell  avait  développé  cette  théorie  deux  ans  au- 
paravant, mais  Lorenz  n'a  pas  connu  le  travail  de  Max- 
well et  le  fond  des  deux  théories  diffère.  Je  n'entrerai 
pas  dans  plus  de  détails  sur  le  mémoire,   mais  je   ren- 
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verrai  le  lecteur  à  la  note  16,  tome  I  (p.  204)  où  j'ai 
fait  une  comparaison  approfondie  des  deux  théories  de 
Maxwell  et  de  Lorenz. 

Les  deux  mémoires  suivants  portent  ce  titre  com- 
mun „ Recherches  expérimentales  et  théoriques  sur  les 
indices  de  réfraction".  Le  premier  mémoire  ne  contient 
que  des  expériences  sur  l'eau,  le  deuxième  sur  des  corps 
différents,  tant  liquides  que  gazeux.  Le  but  de  ces  deux 
mémoires  est  de  trouver  „l'indice  réduit  de  réfraction" 
des  différents  corps,  c'est-à-dire  l'indice  de  réfraction 
correspondant  a  une  longueur  d'onde  infiniment  grande. 
Cet  indice  est  déterminé  tant  par  l'expérience  que  par 
des  développements  purement  théoriques. 

Comme  un  rayon  lumineux  correspondant  à  une 
longueur  d'onde  infiniment  grande  n'existe  pas  dans  la 
réalité,  l'indice  réduit  de  réfraction  ne  peut  pas  être 
observé  directement;  mais  on  peut  le  déduire  des  ex- 
périences en  partant  de  la  supposition  que  l'indice  de 
réfraction  soit  exprimable  par  une  série  de  la  forme 

où  X  est  la  longueur  d'onde,  A,  B,  C  désignent  des  fonc- 
tions qui  dépendent  de  la  température  et  du  volume  du 
corps. 

Ce  qui  importe  surtout,  c'est  de  savoir  si  A,  l'indice 
réduit,  dépend  à  la  fois  du  volume  et  de  la  température 
ou  du  volume  seul.  La  question  n'est  pas  absolument 
tranchée  par  l'expérience;  mais  Lorenz  croit  pourtant 
probable,  d'après  les  expériences  mêmes,  que  l'indice  est 
fonction  du  volume  seul,  ce  qui  indiquerait  que  les  corps 
sont  composés  de  molécules,  dont  la  position  seule  varie 
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avec  la  température,  mais  qui  elles-mêmes  restent  in- 
variables. 

Les  recherches  théoriques  ont  pour  point  de  départ 
les  équations  aux  dérivées  partielles  établies  dans  les 
quatrième  et  cinquième  mémoires.  Lorenz  suppose  de 
plus  que  les  corps  ordinairement  appelés  homogènes 
ne  sont  pas  en  réalité  parfaitement  homogènes,  mais 
qu'ils  sont  composés  d'éléments  à  structure  périodique 
ou  qui  se  répètent  périodiquement.  De  plus  il  admet 
que  les  périodes  des  éléments  sont  petites  en  compa- 
raison de  la  longueur  d'une  onde  lumineuse.  Par  contre, 
il  ne  fait  pas  d'hypothèses  sur  la  forme  des  molécules. 

Avec  ces  hypothèses  le  calcul  fait  ressortir  la  façon 
dont  la  fonction  -jrrâV  (la  constante  de  réfraction),  où 
A  est  l'indice  réduit  et  v  le  volume  du  corps,  dépend 
de  l'indice  de  réfraction  moléculaire  et  de  la  constitution 
du  corps.  Si  l'on  suppose  le  corps  composé  de  molé- 
cules invariables,  séparées  par  des  intervalles  vides,  cette 
fonction  est  une  constante. 

Pour  mener  les  calculs  au  bout,  on  se  sert  pour- 
tant de  la  théorie  des  moyennes,  théorie  mal  fondée 
au  point  de  vue  mathématique,  et  de  plus,  l'application 
qu'en  fait  Lorenz  ne  me  semble  pas  toujours  correcte. 
Les  calculs  sont  très  pénibles.  Si  l'on  suppose  les  molé- 
cules sphériques,  les  calculs  se  simplifient  considérable- 
ment et  l'on  obtient  du  reste  les  mêmes  résultats.  C'est 
ce  qu'a  fait  voir  Lorenz  dans  un  résumé  de  ces  deux 
mémoires  inséré  au  tome  XL  des  annales  de  Wiede- 
mann,  et  dont  les  développements  mathématiques  figu- 
rent dans  les  „œuvres  scientifiques",  dans  un  supplément 
aux  deux  mémoires.  La  théorie  se  trouve  en  bonne 
concordance  avec  les  expériences. 
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L'avant-dernier  mémoire  est  intitulé  «Théorie  de  la 
dispersion",  c'est-â-dire  théorie  de  l'indice  de  réfraction, 
considéré  comme  fonction  de  la  longueur  d'onde.  Les 
développements  sont  ici  purement  mathématiques  et 
n'empruntent  rien  à  l'expérience;  mais,  tandis  que  la 
théorie  de  l'indice  de  réfraction  réduit  peut  être  déve- 
loppée sans  aucune  hypothèse  sur  la  forme  des  molé- 
cules, il  faut  ici  en  faire  une.  Lorenz  suppose  que  les 
molécules  sont  composées  de  couches  sphériques;  c'est 
pourquoi  il  développe  d'abord  les  équations  générales 
dont  on  a  besoin  pour  le  calcul  du  mouvement  lumineux 
dans  un  pareil  milieu,  composé  de  couches  sphériques, 
concentriques  et  homogènes.  Puis  il  suppose  encore  que 
le  mouvement  lumineux  s'opère  de  la  même  manière 
sur  toute  la  surface  d'une  telle  molécule,  que  la  distance 
de  deux  molécules  voisines  est  très  petite  en  comparaison 
d'une  longueur  d'onde  et  que  les  molécules  sont  sé- 
parées par  le  vide.  Enfin  il  fait  cette  dernière  hypothèse, 
que  l'indice  de  réfraction  est  infiniment  grand  dans  la 
couche  la  plus  proche  du  centre  de  la  molécule.  Les 
calculs  sont  très  compliqués;  mais  les  résultats  sont  re- 
lativement simples.  Je  ne  crois  pourtant  pas  qu'on 
puisse  attribuer  une  grande  importance  à  ces  résultats, 
à  cause  de  la  multiplicité  des  hypothèses  admises,  dont 
la  dernière  surtout  semble  tout  a  fait  arbitraire. 

Le  mémoire  le  plus  important  des  travaux  pure- 
ment optiques  est  peut-être  le  dernier  „Sur  la  lumière 
réfléchie  et  réfractée  par  une  sphère  transparente".  C'est 
une  œuvre  où  les  difficultés  accumulées  semblent  dé- 
passer les  forces  d'un  seul  homme;  Lorenz  l'a  pour- 
tant achevée. 
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Le  procédé  de  développement  est  en  principe  le 
même  que  dans  les  mémoires  précédents.  Les  équations 
aux  dérivées  partielles  sont  intégrées  par  des  séries  de 
fonctions  sphériques  et  cylindriques  ;  mais,  tandis  que  dans 
le  mémoire  précédent  la  sommation  des  séries  est  faci- 
litée par  la  supposition  que  les  rayons  des  sphères,  dans 
lesquelles  a  lieu  le  mouvement  lumineux,  sont  petites  en 
comparaison  de  la  longueur  des  ondes  lumineuses,  ici 
les  séries  ne  convergent  que  très  lentement,  le  rayon  de 
la  sphère  étant  grand  en  comparaison  de  la  longueur 
d'une  onde.  C'est  pourquoi  il  faut  ici  recourir  à  une 
méthode  qui  permette  de  remplacer  les  séries  par  des 
expressions  nouvelles  plus  simples. 

La  méthode  de  Lorenz  consiste  à  remplacer  les 
séries  par  leurs  moyennes.  Cette  méthode  est  sujette  à 
une  foule  d'objections.  Elle  ne  peut  être  qu'approxima- 
tivement  juste  et  son  admissibilité  ne  peut  guère  être 
prouvée  en  toute  rigueur.  On  ne  peut  pas  trouver  les 
limites  des  erreurs  commises  en  remplaçant  les  séries 
par  leurs  moyennes.  Les  séries  que  l'on  somme  de 
cette  manière  contiennent  un  nombre  fini,  mais  indéter- 
miné, de  termes,  et  ce  nombre  n'est  limité  que  par  la 
condition  qu'il  doit  être  très  grand. 

De  plus  Lorenz  conclut,  de  ce  que  la  moyenne 
d'une  série  est  nulle,  que  ses  dérivées  auront  de  même 
leur  moyenne  nulle.  Mais,  nonobstant  ces  objections, 
les  résultats  prouvent  que  la  méthode  est  pratiquement 
applicable.  Comme,  en  effet,  elle  met  en  évidence  tous 
les  résultats  connus  de  la  réflexion  et  la  réfraction  d'un 
rayon  lumineux  dans  une  sphère  transparente,  je  crois 
qu'on  peut  conclure,   avec  une  grande  probabilité,    que 
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les  résultats  nouveaux,  qui  peuvent  être  considérés  comme 
des  interpolations,  sont  aussi  valables. 

Je  mentionnerai  enfin  une  particularité  des  séries 
employées  par  Lorenz  pour  représenter  le  mouvement 
lumineux  en  un  point  donné:  leurs  différents  termes  ex- 
priment la  partie  du  mouvement  lumineux  produite  par 
un  rayon  dont  la  distance  au  rayon  central  peut  être 
mesurée  par  l'indice  du  terme,  et  les  coefficients  des 
termes  sont  exprimés  par  des  séries  dont  le  m-\ème 
terme  correspond  à  la  partie  du  mouvement  produite 
par  une  réflexion  m-uple. 

Nous  venons  de  passer  en  revue  les  travaux  optiques 
de  Lorenz  qui  font  le  contenu  du  premier  volume.  Le 
tome  second  comprend  le  reste  des  œuvres  physiques  de 
Lorenz  et  de  plus  ses  travaux  mathématiques.  Quelques- 
uns  des  derniers  travaux  se  rattachent  pourtant  à  des 
phénomènes  physiques.  D'un  autre  côté,  le  premier 
mémoire  du  tome  second  ^Mémoire  sur  la  théorie  de 
l'élasticité  des  corps  homogènes  à  élasticité  constante" 
est  presque  exclusivement  mathématique.  Le  problème 
est  traité  presque  entièrement  de  la  même  manière  que 
les  problèmes  optiques,  et  si  j'ai  renvoyé  ce  mémoire 
au  tome  second,  c'était  uniquement  pour  que  le  tome 
premier  ne  contînt  que  des  mémoires  d'optique. 

Le  reste  des  travaux  physiques  diffère  fort  des 
œuvres  optiques.  Ils  traitent  de  la  détermination  des 
unités  dites  absolnes,  de  la  connexion  entre  les  conduc- 
tibilités calorifique  et  électrique  et  enfin  des  décharges 
périodiques,  c'est-à-dire  des  phénomènes  qui  rattachent 
l'électricité  et  la  lumière. 

Le  premier  petit  mémoire  purement  physique  du 
volume    „Sur  le   nombre  des  molécules  contenues   dans 
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un  milligramme  d'eau"  tend  à  déterminer  ce  nombre 
par  la  quantité  d'électricité  nécessaire  à  la  décomposition 
d'un  milligramme  d'eau,  par  la  tension  minima  de  cette 
électricité  et  enfin  par  des  suppositions  sur  la  situation 
mutuelle  des  molécules.  Gomme  résultat,  Lorenz  trouve 
que  le  nombre  cherché  doit  être  plus  grand  que  1300- 1018 
et  la  distance  des  molécules  plus  petite  que  y^y  mm. 

Lorenz  prenant  comme  point  de  départ  des  suppu- 
tions arbitraires  sur  la  forme  et  la  situation  des  molé- 
cules, on  ne  peut  attribuer  une  grande  importance  à  ses 
résultats,  qui  indiquent  plutôt  l'ordre  de  grandeur  des 
quantités  cherchées. 

Le  mémoire  suivant  traite  de  la  détermination  du 
degré  de  chaleur  en  unités  absolues.  Tandis  qu'on  peut 
d'une  manière  naturelle  définir  les  unités  électriques  et 
magnétiques  en  mesures  absolues,  il  n'en  est  pas  de 
même  pour  les  unités  de  chaleur. 

Lorenz  cherche  à  trouver  une  telle  mesure  en  prenant 
comme  point  de  départ  la  loi  de  Dulong  et  Petit,  que 
la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever  d'un  même 
nombre  de  degrés  la  température  d'un  même  nombre 
de  molécules  est  indépendante  de  la  nature  des  corps, 
au  moins  pour  les  gaz,  proposition  qui  pourtant  n'est 
pas  admissible  en  toute  rigueur.  De  plus  Lorenz  choisit 
un  nombre  déterminé  de  molécules.  En  se  laissant 
guider  par  la  loi  de  Faraday,  que  la  même  quantité 
d'électricité  dégage  des  quantités  équivalentes  des  diffé- 
rents électrolytes,  il  arive  à  cette  définition:  Un  degré  de 
chaleur  en  mesures  absolues  est  l'élévation  de  tempé- 
rature que  l'unité  de  travail  peut  produire,  si  elle  est 
complètement  transformée  en  chaleur,  sur  un  nombre 
d'atomes    d'un    corps    simple    égal   à   celui  que  l'unité 
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d'électricité  dégage  d'un  électrolyte  normal  (par  ex.  :  l'acide 
chlorhydrique). 

Le  mémoire  finit  par  quelques  considérations  sur  la 
relation  intime  entre  les  conductibilités  électrique  et 
calorifique.  A  cause  du  manpue  de  rigueur  de  la  loi 
de  Petit  et  Dulong,  la  détermination  faite  par  Lorenz 
de  l'unité  absolue  du  degré  de  chaleur  ne  peut  guère 
prétendre  à  une  grande  utilité  pratique. 

Si  les  deux  mémoires  précédents  ne  sont  pas  d'im- 
portance considérable,  par  contre,  les  trois  mémoires 
suivants  méritent  la  plus  sérieuse  considération,  tant  à 
cause  de  leurs  idées  simples  qu'à  cause  des  résultats 
qu'ils  ont  fait  connaître.  Ils  concernent  la  détermination 
de  la  résistance  du  mercure  en  mesures  absolues.  Gomme 
on  le  sait,  l'unité  de  résistance  est  définie  par  la  rési- 
stance d'un  conducteur  de  longueur  égale  à  l'unité  par 
lequel  passe  l'unité  de  courant,  la  différence  de  tension 
électrique  des  deux  extrémités  du  conducteur  étant  égale 
à  l'unité.  Cette  unité  de  résistance  est  de  la  dimension 
d'une  vitesse.  Le  raisonnement  de  Lorenz  procède  de 
cette  idée,  que  si  l'unité  de  résistance  doit  être  considérée 
comme  une  vitesse,  elle  doit  aussi  être  mesurée  par  une 
vitesse.  En  fait,  Lorenz  la  mesure  par  la  vitesse  d'un 
disque  tournant.  Un  courant  passe  par  le  corps  dont 
on  veut  mesurer  la  résistance.  Une  partie  du  courant 
est  dérivée  et  passe  par  le  disque  tournant  et  par  une 
bobine  de  fil  de  cuivre  qui  entoure  le  disque.  Le  disque 
tournant  induit  un  courant  dans  la  bobine  et  le  mouve- 
ment du  disque  est  tel  que  le  sens  du  courant  induit 
est  contraire  à  celui  du  courant  direct.  Quand  le  disque 
reçoit  un  mouvement  convenable,  les  deux  courants  se 
détruisent.    Mais  la  vitesse  qu'il  faut  imprimer  au  disque 


XVIII 


pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  égale  à  la  résistance  du  con- 
ducteur, multipliée  par  une  constante  qui  dépend  de  la 
forme  de  l'appareil. 

Lorenz  a  consacré  trois  mémoires  à  ce  sujet.  Dans 
le  premier,  il  donne  la  théorie  de  l'appareil  que  nous 
venons  de  mentionner  et  les  résultats  des  expériences 
faites  avec  cet  appareil,  qui  était  d'une  simplicité  sur- 
prenante. Ainsi  Lorenz  le  fait  tourner  simplement  avec 
la  main.  Dans  le  second  mémoire,  il  donne  une  ana- 
lyse des  méthodes  à  employer  pour  déterminer  l'Ohm 
et  dans  la  troisième  il  expose  le  détail  des  expériences 
faites  avec  un  appareil  perfectionné.  La  comparaison  des 
résultats  des  deux  séries  d'expériences  fait  ressortir  com- 
bien est  ingénieuse  l'idée  de  Lorenz,  car  elle  ne  mani- 
feste que  des  différences  insignifiantes  entre  les  résultats, 
bien  que  dans  le  premier  cas  l'appareil  soit  extrêmement 
simple,  comme  nous  l'avons  dit,  tandisque  dans  l'appa- 
reil perfectionné  on  a  mis  à  profit  nombre  de  raffine- 
ments techniques. 

De  même  le  mémoire  suivant  „Sur  la  propagation 
de  l'électricité"  présente  le  plus  haut  intérêt.  Gomme 
on  le  sait,  Feddersen  a  le  premier  fait  des  expériences 
sur  les  décharges  oscillantes  d'une  bouteille  de  Leyde; 
ensuite,  Kirchhoff  a  appliqué  la  théorie  à  l'explication 
des  résultats  de  Feddersen.  Mais  il  s'est  manifesté,  à 
propos  de  la  durée  des  oscillations,  une  divergence  con- 
sidérable entre  les  calculs  et  les  observations.  Ce  sont 
ces  faits  que  Lorenz  a  soumis  à  un  examen  plus  précis. 
Il  détermine  d'abord,  tant  par  le  calcul  que  par  l'ob- 
servation, les  constantes  d'induction  d'un  grand  nombre 
de  fils  conducteurs.  xMalheureusement ,  il  n'indique  que 
le  point  de  départ  et  le  résultat  de  ses  recherches.     Or 
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le  résultat  ne  concorde  pas  avec  le  point  de  départ. 
J'ai  pensé  que  cette  divergence  était  due  à  une  erreur 
dans  les  formules.  Vraisemblablement  il  n'en  est  pas 
ainsi,  mais  la  différence  tient  à  ce  que  Lorenz  s'est  servi 
d'une  formule  prise  ailleurs,  et  qui  ne  s'accorde  pas 
avec  le  point  de  départ  qu'il  indique  (voir  la  remarque 
de  Lorenz,  au  bas  de  la  page  171  du  tome  II).  Il  faut 
pourtant  remarquer  que,  si  Lorenz  avait  conservé  son 
point  de  départ,  ses  calculs  et  ses  expériences  concorde- 
raient presque  complètement  (voir,  par  exemple,  Note  7, 
p.  236).  Quoi  qu'il  en  soit ,  le  résultat  final  de  Lorenz, 
que  la  constante  diélectrique  du  verre  est  beaucoup  plus 
grande  que  celle  qu'avait  admise  Kirchhoff,  explique 
complètement  la  divergence  entre  les  calculs  de  Kirch- 
hoff et  les  observations  de  Feddersen.  De  plus  le  mé- 
moire contient  une  recherche  des  constantes  d'induction 
du  fer  et  de  l'influence  inductrice  de  la  terre  sur  les  fils 
télégraphiques.  On  peut  remarquer  que  c'est  Lorenz  qui 
le  premier  a  employé  les  téléphones  pour  étudier  les 
effets  de  l'induction. 

Le  dernier  grand  mémoire  du  volume  qui  porte  sur 
la  physique  concerne  les  conductibilités  électrique  et  calo- 
rifique des  métaux.  C'est  essentiellement  un  grand  travail 
expérimental,  où  sont  déterminées  par  deux  méthodes  diffé- 
rentes les  conductibilités  calorifiques  des  corps.  Ces  con- 
ductibilités calorifiques  sont  comparées  avec  les  conduc- 
tibilités électriques  et  Lorenz  arrive  à  ce  résultat  qu'on 
peut  approximativement  (mais  avec  une  assez  grossière  ap- 
proximation) égaler  leur  rapport  à  une  constante  multipliée 
par  la  température  absolue.  Finalement  Lorenz  a  exécuté 
quelques  calculs  pour  résoudre  cette  question:  comment 
peut-on,  en  supposant  les  corps  constitués  d'une  manière 
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donnée,  imaginer  que  la  conduction  calorifique  soit  rem- 
placée par  des  courants  électriques  locaux  de  façon  à 
établir  théoriquement  la  loi  fournie  par  l'observation? 

Malheureusement,  les  expériences  faites  au  cours  de 
ces  recherches  (1881)  ont  eu  une  action  fâcheuse  sur  la 
santé  de  Lorenz,  les  expériences  ayant  été  en  partie 
exécutées  dans  une  chambre  froide. 

La  dernière  partie  du  tome  second  des  œuvres 
scientifiques  de  Lorenz  contient  ses  travaux  purement 
mathématiques.  La  plupart  de  ces  travaux  n'offrent  pas 
un  intérêt  considérable.  Il  s'en  trouve  pourtant  parmi 
eux  quelques-uns  d'assez  remarquables.  Je  citerai,  par 
exemple,  le  beau  mémoire  «Contribution  à  la  théorie  des 
nombres",  et  je  signalerai  à  l'attention  des  mathématiciens 
le  mémoire  „Sur  le  développement  des  fonctions  arbitraires 
au  moyen  de  fonctions  données"  qui  expose  une  théorie 
assez  intéressante  du  développement  des  fonctions  arbi- 
traires en  séries  de  fonctions  Besséliennes.  Ici  les  idées 
de  Lorenz  sont,  je  crois  d'une  grande  portée  et  tout  à 
fait  originales. 

D'une  autre  nature  est  l'intérêt  du  mémoire  „Sur  la 
compensation  des  erreurs  d'observation" ,  où  Lorenz 
cherche  à  prouver  que  si  l'on  a  observé  plusieurs  fois 
des  grandeurs  0,  fonctions  linéaires  de  plusieurs  autres, 
on  n'obtiendra  pas  toujours  la  compensation  la  plus 
favorable  en  se  servant  des  valeurs  vraies  des  coefficients 
de  ces  fonctions  linéaires.  Il  cherche  en  outre  une 
méthode  propre  à  résoudre  cette  question:  Quelle  est, 
parmi  plusieurs  compensations  qui  pourraient  être  em- 
ployées, celle  qui  doit  être  considérée  comme  la  plus 
favorable?  Le  mémoire  met  en  évidence  tout  le  génie 
de  Lorenz  à  traiter  les  questions  difficiles  et  son  habileté 
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à  combiner  les  raisonnements;  toutefois  les  résultats  ne 
me  semblent  que  peu  satisfaisants.  Tout  le  mémoire 
est  difficile  à  comprendre  et  manque  de  clarté. 

Le  plus  étendu  des  mémoires  purement  mathéma- 
tiques est  le  dernier  „ Recherches  analytiques  sur  les 
nombres  de  nombres  premiers".  Il  forme  une  suite  aux 
recherches  antérieures  sur  le  même  sujet  et  cherche  à 
démontrer  que  les  écarts  entre  les  nombres  effectifs  de 
nombres  premiers  et  les  nombres  calculés  par  la  for- 
mule de  Riemann  sont  périodiques.  D'après  une  com- 
munication que  m'a  faite  M.  Gram,  il  est  vraisemblable 
que  plusieurs  des  résultats  de  Lorenz  sont  admissibles; 
mais  il  manque  à  ses  recherches  le  degré  d'exactitude 
mathématique  qui  seul  peut  mettre  les  conclusions  hors 
de  doute.  Les  résultats  obtenus  sont  dus  plutôt  au  tact 
fin  de  Lorenz  qu'à  ses  raisonnements.  Les  calculs  sont 
tous  approximatifs  et  l'on  n'a  aucun  moyen  de  trouver 
les  limites  des  erreurs  commises. 

A  part  ses  travaux  scientifiques,  Lorenz  a  eu  un 
grand  penchant  et  un  vif  intérêt  pour  les  applications 
pratiques.  Ainsi  il  s'est  occupé  d'expériences  nombreuses 
sur  la  production  galvanique  des  métaux  légers.  En 
collaboration  avec  le  professeur  C.-P.  Jûrgensen  il  a  con- 
struit une  dynamo;  le  principe  qui  y  est  appliqué  à  des 
aimants  intérieurs  a  plus  tard  reçu  des  applications  d'une 
grande  extension. 

Mais  c'est  de  la  théorie  et  des  applications  du  télé- 
phone que  Lorenz  s'occupa  surtout  et,  comme  nous  l'avons 
dit  plus  haut:  il  est  certainement  le  premier  qui  se  soit 
servi  du  téléphone  pour  des  mesures  scientifiques.  Enfin 
Lorenz  a  publié  nombre  d'ouvrages,  dont  certains  ont  eu 
plusieurs    éditions.      Son    livre     „Kortfattet    Naturlsere" 


XXII 


(Abrégé  de  physique)  a  compté  cinq  éditions  (1865—87). 
Un  cours  de  physique  plus  étendu  parut  en  1870,  puis 
vinrent  „Laerebog  om  Lyset"  (optique)  en  1876,  et  „Leeren 
om  Varmen"  (théorie  de  la  chaleur),  livre  qui  a  été 
traduit  en  allemand  (1877).  Ces  deux  derniers  ouvrages 
surtout  ont  de  l'importance  à  cause  de  leur  mode  d'ex- 
position et  des  points  de  vue  pour  la  plupart  très  origi- 
naux de  l'auteur.  Gomme  on  le  voit,  le  champ  d'action 
de  Lorenz  a  été  très  étendu  et  son  génie  a  enrichi  la 
science,  principalement  la  physique  mathématique,  d'une 
foule  d'idées  nouvelles. 


En  terminant  cette  longue  entreprise,  dont  le  but  a 
été  le  rendre  les  travaux  de  Lorenz  accessibles  au  monde 
savant,  je  tiens  à  remercier  la  fondation  Carlsberg,  qui 
a  assumé  toutes  les  dépenses  et  à  la  libéralité  de  laquelle 
les  «œuvres  scientifiques"  ont  dû  de  voir  le  jour. 

(Sur  la  vie  et  les  œuvres  de  Lorenz  voir:  G.  Christiansen, 
Dansk  biograiisk  Lexikon,  tome  X,  p.  376  1381,  1896.  Upsala  Fyra- 
hundraârs  jubelfest  1877,  p.  363.  Illustr.  Tid.  1891,  Nr.  38.  Dan- 
skeren  VI.  Une  partie  de  la  présente  notice  sur  la  vie  et  les  tra- 
vaux de  Lorenz  est  traduite  de  l'article  de  ('-.Christiansen.) 


DETERMINATION 

DE 

LA  DIRECTION  DES  VIBRATIONS  DE  L'ÉTHEB 

LUMINEUX  PAR  LA  POLARISATION 

DE  LA  LUMIÈRE  DIFFRACTÉE. 


DETERMINATION  DE  LA  DIRECTION  DES  VIBRATIONS 

DE  L'ÉTHER  LUMINEUX  PAR  LA  POLARISATION 

DE  LA  LUMIÈRE  DIFFRACTÉE. 

SKAND.  NATURF.  FÔRHANDL.    VIII.  P.  478-487. 

POGG.  ANN.    CXI.  1860.  P.  315-328.*  *  NOTE  1. 

Jua  question  de  savoir  si  les  vibrations  de  la  lumière 
sont  perpendiculaires  au  plan  de  polarisation  ou  si  elles 
se  trouvent  dans  ce  plan  n'est  pas,  comme  on  sait, 
malgré  sa  grande  importance  théorique,  encore  complète- 
ment tranchée.  Si  l'on  compare  les  différents  arguments 
qui  plaident  en  faveur  de  l'une  on  de  l'autre  supposition, 
il  n'y  en  a  que  deux  auxquelles  on  peut  assigner  une 
importance  essentielle  pour  la  décision  de  la  question, 
savoir:  les  expériences  de  Jamin  sur  la  réflexion  de  la 
lumière  par  les  substances  transparentes,  et  la  polarisa- 
tion de  la  lumière  difïractée. 

Les  expériences  citées  en  premier  lieu  n'ont  été 
jusqu'ici  expliquées  que  par  la  supposition  que  les  vibra- 
tions sont  perpendiculaires  au  plan  de  polarisation.  Mais 
la  preuve  n'est  pas  décisive,  parce  que  jusqu'à  présent 
l'hypothèse  du  changement  brusque  de  l'indice  de  réfrac- 
tion à  la  surface  de  séparation  des  deux  substances  a 
servi  de  base  à  tous  les  calculs,  tandis  qu'on  peut  ex- 
pliquer complètement  les  expériences  de  Jamin  (comme 


je  le  démontrerai  dans  un  mémoire  sur  la  réflexion  de  la 
lumière)  par  les  formules  de  Fresnel  relatives  à  la  réflexion 
et  à  la  réfraction,  en  supposant  que  ces  formules  sont  ad- 
missibles pour  une  variation  infiniment  petite  de  l'indice 
de  réfraction  et  pourvu  qu'il  existe  une  couche  continue 
établissant  la  transition  entre  les  deux  milieux.  On  peut 
maintenant  se  poser  la  question  de  savoir  s'il  est  permis 
en  toute  rigueur  d'admettre  les  formules  de  Fresnel  dans 
le  cas  d'une  variation  infiniment  petite  de  l'indice  de 
réfraction,  et  si  les  formules  peuvent  être  dérivées  de 
l'une  ou  de  l'autre  des  deux  hypothèses  sur  la  direction 
des  vibrations.  Ces  deux  questions  seront  traitées  dans 
un  troisième  mémoire. 

La  rotation  du  plan  de  polarisation  de  la  lumière 
diffractée  nous  conduit  par  une  autre  voie  à  la  déter- 
mination  de    la    direction    des   vibrations.     Il  y  a   déjà 

note  2.  plusieurs  années  que  Stokes*  a  prouvé  mathématique- 
ment que  le  plan  de  polarisation  de  la  lumière  polarisée 
est  dévié  par  la  diffraction.  On  a  cependant,  et  non 
sans  raison,  élevé  des  doutes  sur  l'exactitude  de  ses  ré- 
sultats, parce  qu'il  n'a  qu'incomplètement  résolu  le  problème 
de  la  réfraction  ;  c'est  pourquoi  j'ai  cherché  à  obtenir  la 
solution  complète  du  problème  à  l'aide  de  méthodes 
différentes,  dont  j'ai  trouvé  l'application  la  plus  étendue 
dans  la  théorie  de  l'élasticité. 

Si  un  mouvement  ondulatoire  traverse  une  ouverture 
pratiquée  dans  un  plan  solide,  des  ondes  partiront  de  l'ouver- 

note  3.  ture  pour  se  propager  des  deux  côtés  du  plan.*  On  ne  con- 
naît pas  le  mouvement  dans  le  plan,  mais  le  mouvement 
dans  l'ouverture  est  déterminé  par  la  condition  que  la 
somme  des  composantes  de  l'onde  incidente  et  de  l'onde 
réfléchie  soit  égale  à  la  composante  de  l'onde  transmise, 


et  que  les  pressions  normales  et  tangentielles  des  deux 
côtés  du  plan  de  l'ouverture  soient  égales  entre  elles  en 
chaque  point.  Nous  désignerons  les  composantes  de  l'onde 
incidente  par  w,  v,  w,  celles  de  l'onde  transmise  par 
ul,v1,u\,  et  celles  de  l'onde  réfléchie  par  u2,v2,tv2.  Nous 
supposerons  de  plus  que  le  plan  des  coordonnées  (yz) 
coïncide  avec  l'ouverture. 

De  la  première  condition  il  résulte  qu'on  aura  pour 
x  =  0 

u-\-u  —  ux  =  0,  v-\-vi—vl  =  0,   w-\-wi—wl  =  0,     (1) 

et  au  moyen  de  ces  équations  on  trouve  facilement,  en 
vertu  de  la  seconde  condition,  pour  x  =  0, 

d(u  +  u%—ux) __0  djv+v—vj  d(w+wt—wl)_0 

dx  '  dx  '  ôx  '    ^' 

Si  les  ondes  incidentes   sont  des  ondes   lumineuses, 

on  aura 

du      dv      dw 

'dx'^'ôy^Jz  = 

et  on  satisfera  aux  équations  (1)  et  (2)  par  la  supposition 

du       cv       du\  ôu2      ôv2      div2 

par  où  l'on  voit  qu'il  ne  se  formera  pas  d'ondes  de 
condensation. 

La  loi  du   mouvement   est  exprimée   par  l'équation 
différentielle 

ôx2^~df^dz2'  ~~  co'Ôt2 

à  laquelle  toutes  les  composantes  doivent  satisfaire,  co 
désignant  la   vitesse   de  propagation  et   t  le  temps.     On 
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satisfait  à  cette  équation,   comme   on   le  voit  facilement, 

par  l'expression 

<p  (w  t  —  r) 
r 
où 


r=  iteP+(y-fl'+(*-r)\ 
et  par  conséquent  aussi  par  l'expression 

Si  les  limites  des  intégrales  correspondent  aux  limites 
de  l'ouverture,  la  fonction  0  aura  encore  la  propriété 
que  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  x  sera  égale  à 
(picot,  y ,z)  si  x  passe  d'une  valeur  positive  à  zéro  et  si 
le  point  (y,  z)  se  trouve  à  l'intérieur  de  l'ouverture.  Si 
x  passe  d'une  valeur  négative  à  zéro,  la  dérivée  sera 
égale  à  — <p(wt,y,z),  et  si  le  point  (y,  z)  se  trouve  en 
dehors  de  l'ouverture,  la  dérivée  sera  égale  à  zéro  pour 
a;  =  0.  En  effet,  si  l'on  différence  l'intégrale  par  rapport 
à  x,  x  entrera  comme  facteur  dans  le  résultat,  et  en 
conséquence,  pour  x  =  0,  tous  les  éléments  de  l'intégrale 
s'évanouiront,  excepté  ceux  pour  lesquels  r  est  en  même 
temps  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  y  égal  h  fi  et  z  égal  à  y. 
En  conséquence  on  aura,  si  x  est  positif  et  si  le  point 
se  trouve  entre  les  limites  de  l'intégrale, 


ôx 


x  =  0 


x  =  0 


<p(o)t,y,z)  =  <p(a>t,y,z), 


et  si  x  est  négatif, 

_    =—  çp(wt,y,z). 
Introduisons  des  fonctions  analogues 

r,  x,  &,  ^,  *,, 


formées    au    moyen    de   $,  %,  q>x,  $x,  %x  de    la   même 
manière  que  0  l'est  au  moyen  de  <p,  et  posons 

«.  -  *+£-^. 

en  choisissant  les  fonctions  i*1  et  Fx  de  façon  que 


Jx^Jy^  "dz 


soit  égal  à  zéro,  et  que 


IF 


dx 


(P 


e_i     ex, 

du        dz 


J^  FF 
a?    dt21 


dJP'^dX 
dz 


Nous  attribuons  les  mêmes  valeurs  aux  composantes 
i/2,  #2,  w2  de  l'onde  réfléchie;  on  doit  toutefois  remarquer 
que  x  est  toujours  positif  pour  les  premières  et  toujours 
négatif  pour  les  dernières. 

Supposons,  ce  que  nous  démontrerons  plus  tard, 
qu'on  ait 


\_Ff~* 


0    et 


dFJ 
dx 


=  o, 


(7) 


NOTE  5. 


et  nous  aurons,  en  vertu  de  (1),  pour  x  =  0, 

u  -\-  u2 —  ux  =  u  —  2  tpx  (eut,  y,  z)  =  0 
v  -\-  v2 —  vx  =  v  —  2  ipx  (lot,  y,z)  =  0 
w+w—  wx  =  iv  —  2/^wt,  y,z)  =  0, 

et  en  vertu  de  (2),  pour  x  =  0, 


(8) 


6(11  +  11—  u.)        du      a     ,    ,        .         n 

a»  —  -  &f  - 2*  <««•  * 2)  =  =  °- 


(9) 


On  a  donc  satisfait  à  toutes  les  conditions  et  déter- 
miné les  fonctions  p,  ^,  ^,  ...  On  démontrera  à  pré- 
note  6.  sent  sans  difficulté  l'exactitude  des  équations  (7).* 

Le  problème  de  la  diffraction  est  donc  résolu  com- 
plètement par  les  équations  (5),  (6),  (8)  et  (9). 

Passons  maintenant  au  cas  spécial  où  l'onde  lumi- 
neuse incidente  est  plane;  alors  les  composantes  sont 
exprimées  par  les  équations  suivantes 

u  .=  £G\     v  =  TjC ,     co  =  ÇC, 

dans  lesquelles 

C  =  cos  k(a)t  —  ax  —  by  —  es), 
NOTE  7.  aÇ+byj-^-cZ  =  0,      tf2-f&2-|-C2  =    1.* 

Nous  ne  chercherons  à  déterminer  le  mouvement 
que  dans  le  cas  d'un  point  situé  à  grande  distance  der- 
rière l'ouverture  de  l'écran.  Nous  supposons  donc  que 
r  soit  très  grand,  et  en  désignant  par  p  la  distance  du 
point  à  l'origine  des  coordonnées,  nous  écrivons 


r  =  Vx'+(y—^y+(z  —  ry  =  p  —  mp  —  nr, 

où 

•  z 

p 


p 

=  Vx 

'+ 

f+* 

m  = 

p 

Nous 

avons 

de 

plus 

/2+m2  + 

n2  = 

1, 

/,  m,  n  étant  les  cosinus  des  angles  que  le  rayon  dif- 
fracté  fait  avec  les  axes  de  coordonnées.  On  trouve 
maintenant  à  cause  de  (9) 

(f  (wt,  y,z)  —  i  a  A'  ç  sin  h  (cot  —  by  —  cz)  , 

d'où  il  suit  que 

0  =  ±ak$S, 
où 

S  =  --^J^pinM-^  +  ^-^^+^-cJr]. 

En  cherchant  de  cette   manière  les  valeurs   de^  dif- 
férentes fonctions  qui  entrent  dans  (5),  on  aura 

vx  =  \k(a  +  l)[y)—m{lÇ+mr)  +  nÇï]S, 
wt  =  %h(a  +  l)\_Ç—  n{l$+mrj  +  nQ]S. 


Ces  expressions  sont  encore  admissibles  pour  l'onde 

réfléchie,  mais  alors  /  est  négatif.    On  aura  par  exemple, 

pour  un  point  situé  dans  la  direction  opposée  à  celle  du 

rayon  incident,  a  -f-  l  =  0,  et  par  conséquent  toutes  les 

composantes  du  mouvement  sont  ici  égales  à  zéro.    Stokes 

a  obtenu   le  même  résultat,    bien    qu'il    ne    tienne   pas 

compte  de  l'onde  incidente  et  qu'il  n'ait  pas  complètement 

résolu  le  problème.     Si   l'on   fait  passer   un   plan  par  le 

rayon   incident   et  le  rayon  diffracté,    et  si   l'on   désigne 

par  a  l'angle  que  fait  la  direction  des  vibrations  du  rayon 

incident  avec   la  normale  à  ce  plan,    par   «t  l'angle  que 

fait  la  direction   des  vibrations   du    rayon  diffracté   avec 

la  même  normale,    on   trouvera  facilement  l'équation  de 

Stokes 

tg  «,  =  cos  J3  •  tg  a  ,*  *  note  s. 

qui  ne  dépend  ni  de  la  forme  ni  de  la  position  de  l'ouver- 
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ture.  Après  diffraction  par  une  fente  verticale  ou  par  un 
réseau,  les  vibrations  seront  donc  plus  verticales.  Mainte- 
nant, selon  que  les  expériences  montrent  que  le  plan  de 
polarisation  devient  plus  vertical  ou  plus  horizontal,  les 
vibrations  seront  parallèles  ou  perpendiculaires  au  plan 
de  polarisation.  Toutefois  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue 
le  fait,  supposé  dans  toute  cette  analyse,  que  l'écran  est 
un  plan  qui  ne  participe  pas  aux  vibrations  et  qui  ne 
réfléchit  pas  de  lumière  par  ses  bords. 

Les  expériences  qui  ont  été  faites  jusqu'ici  ne 
tranchent  pas  la  question  ;  car,  tandis  que  Stokes  a  trouvé 
au  moyen  de  réseaux  verticaux  tracés  sur  verre  que  le 
plan  de  polarisation  devenait  plus  horizontal,  Holzmann 
a  obtenu  des  résultats  contraires  au  moyen  de  réseaux 
au  noir  de  fumée.  Pour  parvenir  à  un  résultat  définitif, 
j'ai  donc  fait  une  série  d'expériences  avec  différents 
réseaux. 

Je  fais  tomber  dans  la  chambre  à  travers  une  len- 
tille convergente  la  lumière  du  soleil  fixée  par  un  hélio- 
stat.  A  quelque  distance  du  foyer,  une  lentille  plus  petite 
intercepte  les  rayons  et  les  envoie  à  peu  près  parallèles 
sur  un  prisme  de  Nicol  fixé  dans  un  tube  muni  d'un 
cercle  divisé.  Une  aiguille  pourvue  d'un  vernier  indique 
sur  le  cercle  l'angle  que  fait  avec  la  verticale  le  plan  de 
polarisation  du  rayon  transmis.  A  une  distance  de 
7  mètres  à  peu  près,  la  lumière  tombe  sur  un  réseau 
vertical,  qui  est  fixé  à  une  petite  plate-forme  au  centre 
d'un  cercle  divisé  horizontal.  Devant  l'objectif  on  a 
placé  un  prisme  biréfringent  de  quartz,  qui  divise  le 
rayon  polarisé  en  deux  rayons  polarisés  à  angle  droit. 
On  peut  faire  tourner  ce  prisme  autour  de  l'axe  de  la 
lunette.  On  verra  donc  dans  la  lunette  deux  franges  horizon- 
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taies  de  lumière  diffractée,  qui  auront  en  général  une 
clarté  différente  ;  mais  si  l'on  fait  tourner  ou  le  Nicol  ou 
le  prisme  biréfringent,  les  intensités  des  deux  images  peu- 
vent devenir  égales  entre  elles. 

Les  expériences  sont  en  général  faites  de  la  manière 
suivante.  On  fait  tourner  le  prisme  de  Nicol  jusqu'à  ce 
que  le  plan  de  polarisation  fasse  un  angle  de  45°  avec 
la  verticale,  et  la  lunette  est  réglée  de  telle  manière  que 
le  fil  vertical  du  réticule  passe  par  les  deux  points  lumi- 
neux, et  le  fil  horizontal  au  milieu  des  deux  franges 
horizontales  de  la  lumière  diffractée.  Après  avoir  fait 
tourner  la  lunette  d'un  angle  /?,  on  amène  les  deux 
franges  à  la  même  intensité  en  faisant  tourner  le  quartz. 
La  lunette  est  de  nouveau  ramenée  à  0°  et  le  Nicol  est 
tourné  jusqu'à  ce  qu'une  des  franges  devienne  complète- 
ment invisible. 

Si  maintenant  le  prisme  de  Nicol  a  fait  une  rotation 
d'un  angle  â  (£±90°  ou  £+180°),  le  plan  de  pola- 
risation a  fait  une  rotation  de  S°,  en  admettant  toutefois 
que  la  lumière  ne  soit  pas  polarisée  elliptiquement  par 
la  diffraction.  Si  l'angle  â  est  positif,  le  plan  de  polari- 
sation est  devenu  plus  horizontal. 

J'ai  souvent  aussi  déterminé  d'abord  o  et  ensuite 
l'angle  de  diffraction  /9  pour  lequel  les  deux  franges  ont 
une  clarté  égale. 

Il  peut  pourtant  se  glisser  ici  une  erreur,  que  je  n'ai 
remarquée  qu'après  avoir  fait  plusieurs  expériences.  Si 
par  exemple  la  partie  supérieure  d'un  réseau  donne  une 
image  de  diffraction  d'une  intensité  plus  grande  que  celle 
de  la  partie  inférieure,  l'image  supérieure  sera  trop  claire, 
lors  même  que  le  réseau  couvrirait  tout  l'objectif,  ce 
qui  était  toujours   le  cas.     Si  cette  image  est  polarisée 
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horizontalement,  S  sera  trop  grand;  si  au  contraire  elle 
est  polarisée  verticalement ,  ô  sera  trop  petit.  Une  ex- 
périence complète  doit  donc  être  suivie  d'une  autre,  dans 
laquelle  le  quartz  est  tourné  de  180°;  la  moyenne  des 
deux  valeurs  de  ô  sera  alors  la  vraie  valeur. 

Si  l'on  ne  fait  pas  cette  correction,  ou  peut  com- 
mettre des  erreurs  considérables,  en  particulier  avec  des 
réseaux  au  noir  de  fumée,  et  je  présume  que  ce  sont 
précisément  des  erreurs  de  cette  nature  qu'a  dû  commettre 
Holzmann. 

Il  observa  en  effet  avec  un  réseau  au  noir  de  fumée, 
pour  une  diffraction  de  20°,  une  différence  sensible  de 
clarté  ent,re  les  deux  images  polarisées  verticalement  et 
horizontalement.  Une  telle  différence  se  verrait  avec 
n'importe  quel  réseau  au  noir  de  fumée,  car  ils  présentent 
tous  cette  cause  d'erreur;  l'une  des  deux  images,  supé- 
rieure et  inférieure,  paraîtra  plus  claire  que  l'autre,  mais 
indépendamment  de  la  direction  de  polarisation.  Avec 
un  réseau  absolument  parfait  M.  Holzmann  n'aurait  pu 
observer  la  petite  différence  qui  se  produit  en  réalité. 

Mes  premières  expériences  ont  été  faites  avec  des 
réseaux  tracés  sur  or  (  1000  stries  par  pouce  de  Paris).  La 
lumière  polarisée  sous  un  angle  de  45°  avec  la  verticale 
donna  après  diffraction  deux  images  dont  je  ne  pus  faire 
disparaître  aucune  par  la  rotation  du  quartz;  ce  qui  se 
montra  encore  plus  évident  quand  le  réseau  fut  tourné 
obliquement.  Il  fallait  donc  ou  que  la  lumière  diffractée 
fût  polarisée  elliptiquement  ou  qu'elle  fût  en  partie  trans- 
formée en  lumière  naturelle.  C'est  la  première  supposi- 
tion qui  était  juste,  ce  que  j'ai  conclu  du  fait  qu'on 
peut  par  diffraction  transformer  la  lumière  polarisée 
elliptiquement  en  lumière  polarisée  en  ligne  droite  ou  en 
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cercle.  En  effet,  quand  je  faisais  passer  la  lumière  pola- 
risée dans  un  azimut  a  par  un  parallélépipède  de  Fresnel, 
dont  les  surfaces  réfléchissantes  faisaient  un  angle  de  45° 
avec  la  verticale,  on  pouvait  toujours  choisir  a  de  manière 
à  faire  évanouir  complètement  l'une  des  deux  images,  ou 
de  telle  sorte  que  les  images  eussent  toujours  une  clarté 
égale  quand  on  tournait  le  quartz. 

Par  des  mesures  faites  de  cette  dernière  manière, 
je  me  suis  convaincu  que  le  phénomène  est  essentielle- 
ment identique  à  celui  qu'on  voit  par  la  réflexion  sur 
une  surface  métallique  polie,  car  l'effet  de  la  lumière 
transmise  et  diffractée  par  l'ouverture  est  presque  imper- 
ceptible en  comparaison  de  la  lumière  réfléchie  par  les  bords. 

Je  construisis  ensuite  différents  réseaux  au  noir  de 
fumée.  Des  verres  bien  polis  furent  noircis  à  la  fumée  de 
camphre,  puis  humectés  de  quelques  gouttes  d'essence  de 
térébenthine,  afin  de  fixer  la  fumée  sur  le  verre;  enfin 
les  plaques  de  verre  furent  divisées  en  stries  longues 
d'un  pouce  au  moyen  d'une  machine  à  diviser  (2,  5,  10, 
16  stries  par  millimètre).  Avec  ces  réseaux  je  n'ai  pas 
observé  de  polarisation  elliptique.  J'ai  n'ai  trouvé  aucune 
différence  perceptible  entre  les  divers  réseaux;  c'est  pour- 
quoi je  me  borne  à  indiquer  la  moyenne  de  toutes  les 
expériences  faites  avec  les  différents  réseaux. 

Le  réseau  étant  perpendiculaire  au  rayon  incident, 
et  la  couche  de  fumée  tournée  vers  la  lunette,  comme 
c'était  le  cas  dans  les  expériences  de  Holzmann,  la  rota- 
tion du  plan  de  polarisation  était  extrêmement  petite; 
aussi  me  suis -je  borné  à  déterminer  exactement  cette 
rotation  pour  un  seul  angle  de  diffraction  (65°).  Le  plan 
de  polarisation  était  incliné,  comme  dans  toutes  les 
expériences  suivantes,  d'un  angle  de  45°  sur  la  verticale. 
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Comme  moyenne  j'ai  trouvé  pour  /?  =  65° 

à  =  1°52'. 

Le  plan  de  polarisation  s'était  donc  rapproché  très  peu 
de  l'horizontalité.  En  faisant  /?  plus  grand,  j'ai  trouvé 
que  â  devenait  plus  petit,  ce  qui  m'a  fort  surpris  au 
commencement. 

En  tournant  le  réseau  et  en  disposant  la  couche  de 
fumée  du  côté  opposé  au  rayon  incident  et  normalement 
à  ce  rayon,  on  augmenta  la  rotation  du  plan  de  polari- 
sation dans  la  même  direction  positive;  et  j'ai  trouvé  pour 

&  =  65° 

p  â  =  12°  30'. 

Ces  résultats  ne  sont  donc  concordants  ni  avec  les 
expériences  de  Holzmann  ni  avec  les  conclusions  qui 
semblent  le  plus  immédiatement  découler  de  la  théorie.  Je 
crois  pourtant  qu'ils  peuvent  être  expliqués  de  la  manière 
suivante.  Si  la  lumière  va  d'abord  par  ie  verre  et  ensuite 
par  le  réseau  au  noir  de  fumée,  tout  se  passe  à  peu 
près  comme  si  le  noir  de  fumée  était  dans  l'intérieur  du 
verre,  ce  qu'on  peut  aussi  conclure  du  fait  qu'aucune 
réflexion  n'a  lieu  à  la  surface  de  séparation  du  verre  et 
du  noir  de  fumée.  La  diffraction  a  donc  lieu  dans 
l'intérieur  du  verre,  puis  le  rayon  diffracté  est  réfracté 
en  sortant  du  verre.  Soit  /94  la  diffraction  dans  le  verre 
(/?  la  diffraction  observée)  et  n  l'indice  de  réfraction  du 
verre  ;  on  aura  sin  /?  =  u  sin  fit.  Par  la  réfraction,  le  plan 
de  polarisation  est  de  nouveau  dévié  et  devient  plus  vertical. 
Supposons  donc  que  les  vibrations  soient  perpendicu- 
laires au  plan  de  polarisation;  alors  la  rotation  dt  de  ce 
plan,  produite  par  la  diffraction  /?1?   est  déterminée  par 

l'équation 

tg(45°-^)  =  cos/V 
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Par  suite,  si  d  désigne  la  rotation  du  plan  de  pola- 
risation après  la  réfraction  par  l'autre  surface  du  verre, 
on  trouve  au  moyen  des  formules  de  Fresnel 


cos  (fi—fi,)         cos  09— A)  ' 

L'indice  moyen  de  réfraction  n  a  été  déterminé  par 
des  expériences  sur  l'angle  de  polarisation;  j'ai  trouvé 

logM  =  0,18886. 

Si  fi  =  65°,  on  obtient  d  =  2°  1 V,  ce  qui  s'accorde 
bien  avec  les  expériences,  qui  ont  donné  d  =  1°52\ 
Que  ô  devienne  plus  petit  quand  fi  devient  plus  grand, 
comme  l'ont  montré  les  expériences,  c'est  ce  qui  résulte 
aussi  de  ce  calcul.  Si  au  contraire  le  noir  de  fumée  est 
tourné  du  côté  du  rayon  incident,  la  lumière  est  diffractée 
avant  de  passer  par  les  deux  surfaces  du  verre.  On 
aura  donc 

et  par  suite,  pour  fi  =  65°, 

d  =  16°  2' 30". 

Les  expériences  ont  donné  ici  une  valeur  décidément 
trop  petite,  ce  qui  indique  que  la  manière  dont  les 
choses  se  passent  n'est  qu'approximativement  celle  qui 
a  été  supposée,  et  que  la  diffraction  du  rayon  a  lieu  en 
partie  dans  l'intérieur  du  verre.  C'est  ce  qui  devient 
plus  manifeste  si  l'on  place  le  réseau  dans  une  position 
oblique,  de  manière  qu'il  fasse  des  angles  égaux  avec  le 
rayon  incident  et  avec  l'axe   de   la  lunette;    j'ai  trouvé, 
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en  effet,  pour  une  diffraction  de  90°,  â  égal  à  20°  et  non 
à  45°,  comme  l'exigerait  le  calcul. 

On  voit  donc  qu'on  peut  trouver  en  somme  une 
explication  naturelle  des  phénomènes,  quoiqu'ils  soient 
très  compliqués,  en  supposant  les  vibrations  perdendicu- 
laires  au  plan  de  polarisation,  tandis  qu'on  ne  peut  en 
aucune  manière  faire  concorder  la  supposition  opposée 
avec  les  expériences. 

Pour  rendre  les  résultats  moins  compliqués  et  plus 
accessibles  au  calcul,  j'ai  préparé  d'une  autre  manière 
les  réseaux  au  noir  de  fumée.  On  fit  fondre  sur  les  ré- 
seaux du  baume  de  Canada  et  on  appliqua  sur  le  tout 
une  plaque  de  verre  bien  poli,  ce  qu'on  peut  faire  aisé- 
ment sans  altérer  le  réseau.  Les  indices  de  réfraction 
du  baume  et  du  verre  étant  à  peu  près  les  mêmes,  on 
peut  facilement  soumettre  les  phénomènes  au  calcul. 

Les  réseaux  furent  disposés  de  manière  à  faire  des 
angles  égaux  avec  le  rayon  incident  et  avec  l'axe  de  la 
lunette.  On  reconnut  alors  que  la  composante  polarisée 
verticalement  de  la  lumière  incidente  était  plus  affaiblie 
que  la  composante  polarisée  horizontalement,  et  que  par 
conséquent  la  rotation  du  plan  de  polarisation  était  po- 
sitive, quoique  les  réflexions  aux  deux  surfaces  du  verre 
eussent  dû  faire  tourner  le  plan  de  polarisation  dans  la 
direction  opposée.  Gomme  moyenne  de  nombreuses  ex- 
périences exécutées  avec  des  réseaux  différents  (%  5, 
10  stries  par  millimètre),  j'ai  trouvé 


,3  =     |   40° 


50 


60°    [    70° 


80° 


90e 


100° 


ô  =  [  2°  24' 
observé  j 

â  =  2°  30' 
calculé 


3°  00'    4e  54'  I  6°  36' 


°42'      9°  06' 


3°  54'    5°  37'  j  7°  37'  j  9°  53'  j  12°  22' 

! 


12°  03' 
15°  00' 
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Dans  ce  tableau  â  est  calculé  par  l'équation 
cos& 


tg(45°-<î)  =- 


cos"i(/9-A) 


/2  sin  |  /?t  =  sin  ±  /? , 


A/?  est  l'angle  que  fait  le  rayon  incident  avec  la  normale 
au  réseau,  |/?,  est  celui  que  fait  le  rayon  réfracté  avec 
la  même  normale,  la  diffraction  dans  l'intérieur  du  verre 
étant  égale  à  fiv 

On  voit  que  les  expériences  s'accordent  assez  bien 
avec  les  calculs;  elles  donnent  pourtant  toutes  une  rota- 
tion trop  petite.  Quelle  que  soit  la  cause  de  cet  écart, 
les  expériences  confirment  toutes  la  supposition  que  les 
vibrations  sont  perpendiculaires  au  plan  de  polarisation, 
car  dans  le  cas  contraire  le  valeur  de  â  serait  négative 
et  beaucoup  plus  grande. 

J'ai  étudié  en  outre  la  diffraction  au  moyen  de 
réseaux  métalliques  noircis  au  noir  de  fumée.  Lorsqu'ils 
étaient  tout  à  fait  noirs  et  mats,  ils  donnaient  une  image 
de  diffraction  beaucoup  trop  faible;  pour  cette  raison  on 
les  rendit  plus  luisants  au  moyen  d'une  goutte  de  téré- 
benthine, versée  sur  la  surface  noircie  du  réseau.  Le 
réseau  devait  aussi  être  assez  fin  et  surtout  très  exact. 
Quelques  expériences  exécutées  avec  un  réseau  qui 
avait  200  fils  par  pouce  de  Paris  (l'épaisseur  du  fil  était 
éJô")  e^  q^  faisait  des  angles  égaux  avec  le  rayon  inci- 
dent et  avec  l'axe  de  la  lunette,  me  donnèrent  les  résultats 
suivants 


/S 

°2o° 

35° 

40° 

45° 

50° 

55° 

â 

10° 

16° 

20° 

25° 

30° 

35° 

La  rotation  est  positive,  mais  beaucoup  plus  grande 
que   celle  que   donne  le  calcul.      La  polarisation   de  la 
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lumière  diffractée  se  montra  aussi  légèrement  elliptique, 
d'où  l'on  peut  conclure  que  la  réflexion  du  métal  n'était 
pas  parfaitement  abolie  par  le  noir  de  fumée.  Quand 
j'ai  essayé  de  noircir  le  réseau  de  nouveau,  il  a  perdu 
quelque  peu  de  son  exactitude;  il  fut  impossible  de  s'en 
servir  dans  des  expériences  ultérieures  de  cette  espèce. 
Je  n'ai  pas  réussi  à  obtenir  des  résultats  exacts  avec 
d'autres  réseaux  formés  de  fils;  l'emploi  de  ceux-ci 
entraîne  des  difficultés  particulières  pour  faire  évanouir 
la  réflexion  sur  les  bords  et  en  même  temps  pour  obtenir 
une  image  de  diffraction  assez  grande  et  suffisamment 
claire.  Les  résultats  obtenus  ne  sont  pourtant  pas  dé- 
pourvus d'intérêt  par  cette  raison  que  les  valeurs  trop 
grandes  de  â  peuvent  être  expliquées  facilement  au  moyen 
de  la  polarisation  elliptique. 

En  effet,  si  l'on  suppose  que  la  différence  de  phase 
des  composantes  horizontale  et  verticale  soit  égale  à  J, 
et  que  dt  représente  la  rotation,  pourvu  qu'il  n'existe 
pas  de  polarisation  elliptique,  un  calcul  facile  donne 

.    a.        tg2^  * 

NOTE  10.  tg  2  S  =  — j  * 

cos  â 

â  est  donc  toujours  plus  grand  que  àx,  mais  les  signes 
de  ces  deux  angles  sont  les  mêmes. 

Puisque  les  expériences  ont  montré  que  d  est  positif, 
elles  confirment  en  tout  cas  les  résultats  déjà  obtenus: 

Que  les  vibrations  de  l'éther  lumineux  sont  perpendi- 
culaires au  plan  de  polarisation. 

Copenhague,  le  28  janvier  1860. 
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NOTES. 

NOTE  1.  En  ce  qui  concerne  la  critique  du  mémoire 
de  Lorenz,  je  ferai  les  remarques  suivantes.  Eisenlohr 
a  traité  le  même  problème  que  Lorenz  (Poggendorf 
Annalen  GIV)  dans  la  supposition  que  le  milieu  diffrin- 
gent  n'est  pas  le  même  que  le  milieu  d'incidence;  il 
trouve  alors  une  formule  différente  de  celle  de  Stokes 
(Lorenz,  p.  9).  Les  expériences  de  Holzmann  (Holz- 
mann:  Das  polarisirte  Licht  schwingt  in  der  Polarisations- 
ebene.  Poggendorf  Annalen  XGIX,  p.  446)  ont  confirmé 
l'exactitude  de  la  formule  d'Eisenlohr.  Celui-ci  prend 
pour  point  de  départ  les  conditions  de  continuité  de 
Gauchy  et  suppose  que  la  surface  qui  diffracte  la  lumière 
ne  prend  pas  part  aux  vibrations.  Le  résultat  trouvé 
par  Holzmann,  à  savoir  que  les  vibrations  de  la  lumière 
sont  perpendiculaires  au  plan  de  polarisation,  est  cepen- 
dant en  concordance  avec  le  résultat  de  Lorenz. 

Les  „Fortschritte  der  Physik"  1860,  t.  16,  s'expliquent 
ainsi  sur  le  mémoire  de  Lorenz  (p.  224)  : 

„M.  Eisenlohr  exprime  aussi  les  conditions  qui  doi- 
vent être  remplies  par  la  paroi  rigide,  à  savoir  que  la 
lumière  incidente  ne  soit  ni  réfléchie  par  elle  ni  trans- 
mise à  travers  elle.  Le  mémoire  en  question  (celui  de 
Lorenz)  ne  mentionne  pas  de  conditions  analogues." 

La  critique,  au  fond,  n'est  pas  tout  à  fait  juste;  car 
quoique   Lorenz    ne    mentionne    pas    les    conditions    en 
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développant  les  formules,  il  a  soin  de  dire  dans  quel 
cas  il  entend  se  servir  de  ces  formules  (p.  10): 

^Toutefois  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  le  fait, 
supposé  dans  toute  cette  analyse,  que  l'écran  est  un  plan 
qui  ne  prend  pas  part  aux  vibrations  et  qui  ne  réflé- 
chit pas  de  lumière  par  ses  bords."  Lorenz  dit  donc  ici 
que  ses  conditions  sont  les  mêmes  que  celles  d'Eisenlohr. 

Un  reproche  beaucoup  plus  grave,  c'est  que  les  inté- 
grations des  équations  différentielles  ne  peuvent  pas  être 
regardées  comme  correctes  (voir  p.  24). 

Les  „Fortschritte"  font  la  critique  suivante  des  ex- 
périences de  Lorenz  (t.  16,  p.  224): 

„Les  expériences  que  l'auteur  a  exécutées  pour 
déterminer  la  direction  des  vibrations  n'ont  aucun  intérêt, 
à  l'exception  de  celles  qui  satisfont  à  l'hypothèse  impli- 
quée dans  la  formule,  à  savoir  que  le  milieu  est  le 
même  des  deux  côtés  de  l'ouverture.  Cependant,  même 
dans  ce  cas,  à  en  juger  par  les  nombres  que  donne 
l'auteur,  l'accord  du  calcul  et  des  observations  est  trop 
faible,  surtout  en  comparaison  de  l'accord  entre  la  for- 
mule d'Eisenlohr  et  les  expériences  de  Holzmann,  pour 
justifier  une  communication  spéciale  des  valeurs  numé- 
riques." 

En  ce  qui  concerne  cette  critique,  l'éditeur  fera 
remarquer  que,  dans  les  cas  où  les  expériences  de  Lorenz 
ne  remplissent  pas  les  conditions  de  la  formule,  Lorenz 
dit  lui-même  comment  cette  formule  doit,  à  son  avis, 
être  modifiée,  et  il  obtient  ainsi  une  telle  concordance 
entre  l'observation  et  le  calcul,  qu'on  peut  supposer  que 
les  considérations  dont  il  fait  usage  sont  justes  au  fond, 
bien  que  les  phénomènes  dépendent  encore  de  conditions 
complémentaires  (ainsi  qu'il  l'admet  lui-même). 
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NOTE  2.  Stokes:  Die  Richtung  der  Schwingungen 
des  polarisirten  Lichts.  Wien.  Sitz.  Bericht.  XII.  1854. 
Pogg.  Ann.  XGVI.    1855.  p.  288-292. 

NOTE  3.  Voir  la  remarque  p.  10  citée  ci -dessus: 
^Toutefois  on  ne  doit  pas,  etc." 

NOTE  4.  Les  équations  (3)  ne  sont  pas  contradic- 
toires avec  les  équations  (1)  et  (2),  mais  elles  ne  peuvent 
pas  être  dérivées  de  celles-ci.  On  voit  pourtant  que,  si 
les  équations  (1)  et  (2)  et  deux  des  équations  (3)  ont  lieu 
en  même  temps,  la  dernière  équation  est  une  conséquence 
des  autres.    On  a  donc  ajouté  ici  des  conditions  nouvelles. 

Il  faut  encore  remarquer  que  u,  v,  ic ,  les  compo- 
santes de  la  vibration  lumineuse  incidente,  sont  des  quan- 
tités données,  qui  satisfont  aux  équations  différentielles 
posées.  Il  faut  donc  déterminer  les  six  fonctions  ux,  vt,  wv 
a2,  i\,  tv2  en  remarquant  que  les  premières  n'existent 
que  pour  x  positif,  les  dernières  que  pour  x  négatif. 
Elles  sont  toutes  égales  à  zéro  si  x  =  0  et  si  le  point 
(x,  y,  z)  est  en  dehors  de  l'ouverture. 

NOTE  5.  En  supposant  que  l'équation  (7)  soit  exacte 
(nous  verrons  tout  à  l'heure  si  cette  supposition  est  ad- 
missible), on  obtiendra  facilement  les  équations  (8)  et  (9). 
Car  toutes  les  fonctions  désignées  par  des  majuscules 
grecques  sont  des  fonctions  paires  de  x;  leurs  dérivées 
par  rapport  à  y  et  z  sont  donc  aussi  des  fonctions  paires 
de  x,  et  leurs  dérivées  par  rapport  à  x  sont  paires  ou 
impaires  selon  qu'elles  sont  d'un  ordre  pair  ou  impair. 
Les  équations  (6)  montrent  (en  ayant  égard  aux  expres- 
sions à  droite  des  équations)  que  F  est  une  fonction 
impaire,  Fx  une  fonction  paire  de  x. 


On  verra,  dans  ce  qui  suit,  que 


d2F 


dx2 


x  =  0 


0. 


22 


NOTE  6.     On  a,  pour  x  —  0, 


ôx  ~  ?'     ôx 
et  par  suite,  en  vertu  de  l'équation 


ôx 


oy    '    ôz 


«,*  df      9  ^  dv  ^  Sz      2 


1 52F 

"  af  df  ' 

d#  +  %  + 

dw 
Jz~ 

=  0 


à  cause  de  (8)  et  (9). 

On  aura  donc  F  =  pt-\-q,  p  et  q  étant  des  con- 
stantes, et,  en  supposant  que  F  soit  une  fonction  pério- 
dique, p  =  0,  q  =  0.  La  première  supposition,  que 
F  =  0  pour  a?  =  0,  est  donc  vérifiée. 


On  aura  aussi 


.  Ô2F 


Ôx2 
J*F 


0  pour  x  =  0,  car  on  aura 


et 


Ô^F 


ê2F 


Enfin  on  peut  de  la  même  manière  démontrer  que, 
pour  x  =  0,   on  a  -^  =0;    en  effet 


8F 
1        <9a; 


<92* 


o,2     <9f        ~  ôx3    [  dxdy   l   ôxdz' 
et  par  conséquent,  pour  x  =  0, 
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dF 

i      dx 


x  =  0 

"~  dx3  T dy^~  dz 

Ô30t 

dx3 

«-•1     5 

+  2<9# 

dy^~Tz 

= 

.&?J        2" 

d2u 

dx2 

.r  = 

) 

Mais  on  a  trouvé 


<9x 


ft 


a.-  =  0 


Ô01 


et,  la  fonction  ^—  satisfaisant  à  l'équation 


on  aura 

J2 

Ô0l          1 

&r       2  U 

■:»-•  1    d2  ' 

Ô01          1       1* 

Jx       2W 

et 

d2 
dy2 

601       1    V 
£       2 W 

<?</>,       1    " 

Jx  ~~  2  W 

Il  en  résulte 

Ô2 
dx2 
et  ensuite 

d^     i  ' 
dx     iu 

=  0 

tfF 

-0 

=  o, 

ÔF1 
dx 

=  pt  +  q 

x  =  0 


x  =  0 

=  0. 


p  et  q    étant   des    constantes.     Si  nous   supposons   que 


dF. 


dx 


-  soit  une  fonction  périodique,  on  aura  comme  ci-dessus 


p  -  0,     2  =  0 


d_F\ 
dx 


0. 
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Les  fonctions  trouvées  satisfont  à  toutes  les  équa- 
tions de  condition  mentionnées  explicitement  par  Lorenz. 
Cependant  il  y  a  des  conditions  que  Lorenz  n'indique 
pas  d'une  manière  explicite,  mais  qu'il  admet  impli- 
citement, et  auxquelles  les  fonctions  trouvées  ne  satis- 
font pas:  à  savoir  que  le  rayon  réfléchi  et  le  rayon 
diffracté  s'évanouissent  l'un  et  l'autre  pour  x  =  0  en 
dehors  de  l'ouverture;  car  notre  calcul  fait  voir  seule- 
ment que  les  différences  ux —  wa,  v1 — v2,  w—-w%  sont 
nulles  dans  ce  cas,  mais  non  que  w4,  v1%  ^/,t,  u2,  v2,  u\ 
sont  elles-mêmes  égales  à  zéro.  Au  contraire  on  peut 
voir  que  dans  le  cas  supposé  ces  fonctions  ne  sont  pas 
nulles  en  général. 

Mais  de  plus  la  solution  donnée  par  Lorenz  du 
problème  de  la  diffraction  n'est  pas  satisfaisante  au  point 
de   vue    mathématique,    par    cette   raison    qu'elle    n'est 

pas   la  seule  possible.     En   effet  l'équation   différentielle 

.2            1  ô2u                .  .  .            .«.            <p(cot  +  r) 
Au  =  —  ,  jjï  est  aussi  Dien  vérifiée  par  ^ -  que  par 

^^ -,  et  la  fonction  0,    de   même  que  les  fonctions 

r 

analogues  et  leurs  dérivées,  conserveront  tous  leurs  carac- 
tères si  l'on  remplace  cot  —  r  par  cot-\-r. 

On  aura  donc  au  moins  deux  solutions,  qui  au  point 
de  vue  mathématique  sont  également  légitimes. 

NOTE  7.     En  posant,  comme  dans  le  mémoire, 

S  =  —  ^—^[[d/3dr  smk(cot  —  p  +  {m  —  b) /3+(n  —  c)r) , 

C  =  —  ^ — ftdpdrcosk(a>t—p  +  (m  —  b)P+(n  —  c)r), 

et  en  supposant  p  très  grand,  on  peut  exprimer  toutes  les 
fonctions  0,  W,  . . .  et  leurs  dérivées  au  moyen  de  S  et  C. 
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On  aura  ainsi 


Ô0X 

dx 
et 

-*»W,    g=^fcZS,    S 

1  Ô2F 
w2  Ôf  ~ 

"  dx^dxdy^dxdz  ~       *    i{a* 

F  =  ll(ae+my  +  nQC, 

0  =  $ak$S,     V={ahijS,     X=\akÇ8, 

4-itC       ^-i.9d        ^=kc 

Différentions  en  regardant  Z,  m,  rc  comme  des  constantes, 
ce  qui  est  permis,  pourvu  que  x,  y,  z  soient  grands; 
nous  aurons  alors 

mrj-\-  nÇ)  C , 


en  supposant  que  F  soit  une   fonction  périodique  de  t. 
De  la  même  manière  on  aura 

1  62Fl      0%  .  dW  ,  ex  .  J2/frïI ,  ,       ~n 

^^  =  W  +  Ty  +  Jz-=    -i^W+^  +  anOC, 

Ces  expressions  conduiront  facilement  aux  formules  don- 
nées dans  le  mémoire. 

Si  o-,  y,  z  ne  sont  pas  tous  très  grands,  les  for- 
mules subsisteront  encore,  pourvu  que  p  ait  une  très 
grande  valeur;  car  si,  dans  ce  cas,  x  par  exemple  n'est 
pas  très  grand,  les  termes  qui  contiennent  x,  ainsi  que 
les  dérivées  de  ces  termes,  seront  négligeables. 

NOTE  8.  La  formule  de  Stokes  résulte  aisément 
des  expressions  trouvées  pour  ul%  vt,  tc\. 

On  prend  pour  plan  des  xy  le  plan  du  rayon  inci- 
dent et  du  rayon  diffracté  ;  on  aura  alors  c  =  0,  n  =  0, 
aÇ+by  =  0. 
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La  normale  au  plan  d'incidence  est  l'axe  des  z,   et 
l'on  a 


te  «,  = 


l^MÎ  +  t?;  _       ,   (li)  —  m$) 


te. 


=  ±L^£-15  =  4=tg«cos/9, 

car  /«  -|~  m&  est  le  cosinus  de  l'angle  que  font  le  rayon 
incident  et  le  rayon  diffracté. 

NOTE  9.  On  peut  facilement  vérifier  la  formule  en 
remarquant  que  l'on  a  ici  trois  rotations  du  plan  de 
polarisation,  produites:  1)  par  la  diffraction  du  rayon 
avant  son  entrée  dans  le  verre;  2)  par  l'entrée;  3)  par  la 
sortie  du  verre. 

NOTE  10.  Ici  S  désigne  l'angle  que  fait  le  grand 
axe  de  l'ellipse  avec  une  ligne  perpendiculaire  au  rayon 
qui  fait  un  angle  de  45°  avec  le  plan  d'incidence.  Le 
plan  d'incidence  est  supposé  horizontal,  et  nous  suppo- 
sons que  y  soit  la  composante  horizontale,  z  la  compo- 
sante verticale  des  vibrations  elliptiques,  tandis  qu'elles 
seraient  -q  et  £  si  les  vibrations  restaient  rectilignes.  On 
aura  donc 

*(«•-*,)  =|, 

z  =  £cos  <p, 

y    =    ^C0S(^  — J), 

où  <p  désigne  un  angle  variable,  et  l'équation  de  l'ellipse 

sera 

y2  z1  2  yz  cos  â  _     . 

^siï?J  +  fsirTj  ~~   Çq sin2 â   " 
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Mais  si  «  =  45°— d  est  l'angle  que  fait  l'axe  de 
l'ellipse  avec  la  normale  au  plan  d'incidence,  on  voit, 
comme  à  l'ordinaire,  que 

lO  - a    r2 2       • 

Or  cette  équation  est  identique  à  celle  de  Lorenz. 
Toutefois  les  considérations  de  Lorenz  n'expliquent  guère 
le  phénomène  :  car  pour  /9  =  25°,  la  formule  de  Stokes 
donnerait  ât  =  2°  49'  et  l'observation  d=  10°,  tandis  que 

la  formule  tg2£  =  ^4  donne  A  =--  74°  16';  la  polari- 

D  cos  J  r 

sation  serait  donc  presque  circulaire,  et  non  pas,  comme 
le  dit  Lorenz,  «légèrement  elliptique". 


SUR 

LA  RÉFLEXION  DE  LA  LUMIERE 

A  LA  SUEFACE  DE  SÉPAEATION 
DE  DEUX  MILIEUX  TEANSPAEENTS  ET  ISOTEOPES. 


SUR  LA  REFLEXION  DE  LA  LUMIERE  A  LA  SURFACE 
DE  SÉPARATION  DE  DEUX  MILIEUX  TRANSPARENTS 

ET  ISOTROPES.*  *  note  i. 

POGGENDORF  ANN.  CXI.  P.  460-473. 
PHIL.MAGAZ.  XXI.  P.  480-491. 

Jamin*  a,  comme  on  sait,  trouvé  que  les  formules  *  note  2. 
de  Fresnel  relatives  aux  intensités  des  rayons  de  lumière 
réfléchis  et  réfractés  par  la  surface  de  deux  milieux  iso- 
tropes et  transparents  ne  sont  pas  tout  à  fait  d'accord 
avec  l'expérience;  un  écart  appréciable  se  produit  en 
effet,  quand  l'angle  d'incidence  s'approche  de  l'angle  de 
polarisation.  Cauchy*  avait  déjà  auparavant  démontré  *  note  3. 
que  des  ondes  à  vibrations  longitudinales  devaient  se 
former  dans  ce  cas,  et  en  supposant  que  ces  ondes  étaient 
absorbées  rapidement  (mais  non  infiniment  vite,  car  alors 
ou  retomberait  sur  les  formules  de  Fresnel),  il  avait  in- 
troduit dans  ces  formules  une  correction  qui  les  rendait 
conformes  aux  expériences. 

Mais  le  calcul  de  la  réfraction  de  la  lumière  n'a 
jusqu'à  ce  jour  été  fait  qu'en  supposant  un  passage 
brusque  d'un  milieu  à  l'autre,  et  par  conséquent  aussi 
une  variation  brusque  de  l'indice  de  réfraction  à  la  sur- 
face de  séparation.  Mais  un  tel  passage  n'est  qu'une 
abstraction,  qui  certainement  n'a  pas  lieu  dans  la  nature, 
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et  on  parvient  à  un  résultat  plus  correct  et  en  général 
plus  admissible,  si  l'on  suppose  que  la  transition  s'opère 
sur  une  certaine  étendue  qu'on  peut  ensuite  faire  aussi 
petite  qu'on  veut.  D'ailleurs,  c'est  un  fait  que  les  corps 
sont  entourés  d'une  atmosphère,  qui  doit  produire  un 
changement  continu  de  l'indice  de  réfraction. 

Le  but  de  ce  mémoire  est  de  montrer  que  les  ex- 
périences de  Jamin  peuvent  être  expliquées  complètement 
par  les  formules  de  Fresnel  étendues  de  la  manière  que 
j'ai  dite. 

On  ne  tient  pas  compte,  dans  ce  qui  suit,  du  cas 
de  la  réflexion  totale.  Si  la  lumière  incidente  est  pola- 
risée dans  le  plan  d'incidence,  et  si  l'on  désigne  par  x 
l'angle  d'incidence,  par  xx  l'angle  de  réfraction,  le  rap- 
port des  amplitudes  des  rayons  incident,  réfracté  et 
réfléchi  est,  d'après  Fresnel, 

.    Scos-rsina?,   sin(.x—  #,)  tASft 

note  4.  1: *:-- -.  (1)* 

sin^-f-^)     sin(^-|-^1) 

Pour  la  lumière  polarisée  perpendiculairement  au 
plan  d'incidence,  le  rapport  des  trois  amplitudes  est 

1 . 2_cos  xsmœx _  _ tg(x  —  *J  ^  ^ 

'  sin  (x  -f-  *•,)  cos  (x — x\)  '      tg  (x  +  «0  ' 

Nous  supposerons  à  présent  que  ces  formules  sont 
admissibles  dans  le  cas  où  x1  diffère  infiniment  peu  de  x. 
Si  donc  l'on  suppose  xx  =  x-\-dx,  les  expressions  (1) 
et  (2)  deviendront 

i.ii       dx     • dx—  (3\ 

^sin2.z'      sin  2^'  v  ) 

dx     ,_dx_ 
'    ^sin2a?    tgâa? 
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On  suppose  que  le  rayon  incident  frappe  la  surface 
de  séparation  des  deux  milieux  sous  un  angle  que  nous 
désignons  par  a.  Ici,  dans  le  voisinage  de  la  surface  de 
séparation,  le  rayon  traversera  des  couches  planes  paral- 
lèles, qui  feront  varier  l'angle  d'incidence  d'une  manière 
continue,  jusqu'à  ce  que  le  rayon  soit  complètement 
entré  dans  le  second  milieu,  où  l'angle  d'incidence  variable 
x  prendra  une  valeur  constante,  que  nous  désignerons 
par  /?,  et  qui  sera  l'angle  de  réfraction  observé. 

Nous  négligerons  d'abord  la  perte  de  phase  du 
rayon  pour  faciliter  les  calculs. 

Supposons  que  A  soit  l'amplitude  du  rayon  incident 
et  que  pour  le  rayon  réfracté  cette  amplitude  devienne 
y  et  y-\-dy,  pendant  que  l'angle  d'incidence  passe  de 
la  valeur  a  aux  valeurs  x  et  x  -f-  dx.  On  aura  donc, 
quelle  que  soit  la  polarisation,  en  vertu  de  (3)  et  (4), 

dy  dx 

y         sin2#' 

et  par  conséquent,  en   intégrant  et  en  déterminant   con- 
venablement la  constante, 

z  =  A/Tx- 

A  v    tga 

Le  rayon  réfléchi  par  cette  couche  aura,    en   vertu 

dx 
de  (3),  l'amplitude  — y  .    Q    ,    s'il    est  polarisé   dans   le 

plan  d'incidence,  et  en  vertu  de  (4)  l'amplitude  y  , 

s'il    est   polarisé  perpendiculairement  à   ce  plan.      Nous 

désignons  les  deux  valeurs  par  y  du,   en  posant  dans  le 

premier  cas 

u  =  —  -|-  log  tg  x  (5) 

et  dans  le  seconde  cas 

u  =  \  log  sin  1x.  (6) 
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L'amplitude  du  rayon  réfléchi  est  donc 

xdu  =  A\/l^du, 


et  quand  ce  rayon  est  parvenu  à  une  couche  pour   la- 
quelle l'angle  de  réfraction  est  xx,  l'amplitude  devient 


Â  v     tg  x  V    tg  a 


du. 


A  la  limite  de  cette  couche  et  de  la  couche  suivante, 
où  l'angle  de  réfraction  est  xx —  dœx,  une  partie  de  la 
lumière  est  de  nouveau  réfléchie.  Si  nous  désignons  par 
ux  une  fonction  formée  avec  x}  comme  u  l'est  avec  x, 
l'amplitude  du  rayon  réfléchi  deux  fois  sera 


-A/\ 


du  du,. 
tg« 

et  si  enfin  ce  rayon  a  traversé  toutes  les  couches  jusqu'à 
ce  qu'il  fasse  un  angle  de  réfraction  constant  égal  k  fi, 
alors  l'amplitude  sera 


AV^ldudu,. 

V      \çr  n 


tg« 

L'angle  xx  peut  avoir  toutes  les  valeurs  entre  a  et 
#,  et  l'angle  x  toutes  les  valeurs  entre  a  et  fi.  La  somme 
des  amplitudes  de  tous  les  rayons  réfléchis  deux  foi? 
sera  donc  exprimée  par  l'intégrale  double 


na  et  uo  désignant   les   valeurs   de   u  pour  x  =   a   et 
x  =  fi. 
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On  trouve  aisément  de  la  même  manière  la  somme 
des  amplitudes  des  rayons  réfléchis  4,  6  ...  fois,  et  comme 
le  rayon  réfracté  total  est  formé  par  la  superposition 
des  différents  rayons ,  qui  sont  réfléchis  0,  2,  4  . . .  fois, 
l'amplitude  de  celui-ci  sera 


A/t\  1  ~  \du  \du*  +  W  W  W3  y 


du3..±  (7) 


Nous  désignons  la  valeur  de  cette  série  par 

A/M™* 


ou 


f(u)  =  l—XdiXduJfa) 


De  la  dernière  équation  on  tire  par  différent iati on 
pu 

/»=W,A«,) 


au 
vun 


et 


rw 

=  f(u) 

et 

en  conséquence 

f(u)  =  ceu+cle~u, 

où 

l'on  peut 

déterminer  les 

constantes 

par 

les  conditions 

ftuj  =  1     et    f(ua)  - 

=  0. 

On  aura 

donc 

u- 
f(u\  —    6 

-ua    ,      ua— 

u 

1  \u)  —    ,. 

e  a 

-Un       |           UQ 

P  +  e  p 

*«' 

3* 

36 


et  la  valeur  de  la  série  (7)   ou  de  l'amplitude  du  rayon 
réfracté  sera 

/M 

tga 


A/ 


ua — u, 
e  j3      c 


(8) 


Si  nous  cherchons  l'amplitude  du  rayon  polarisé 
dans  le  plan  d'incidence  et  si  nous  désignons  cette  am- 
plitude par  B,  il  faut,  en  vertu  de  (5),  poser  dans  l'ex- 
pression (8) 

u  =  —  a  logtgA-, 
et  l'on  trouvera 

B  =  ^cps«sin/? 

sm(a  +  fi) 

Si  l'on  pose  au  contraire  dans  (8) 

u  =  |  logsin  2#, 

on  obtiendra  l'amplitude  B'  du  rayon  polarisé  perpendi- 
culairement au  plan  d'incidence,  à  savoir 

W  _  y„        cos«sin/9 

"         sin(«  +  /?)cos(a-/?)-  V     ' 

Nous  retombons  donc  ainsi  sur  les  formules  de 
Fresnel,  ce  qui  montre  une  propriété  remarquable  de 
celles-ci.  En  effet  le  calcul  ne  suppose  au  fond  que  les 
relations  (3)  et  (4),  et  ces  relations  peuvent  être  déduites 
de  bien  d'autres  formules  que  de  celles  de  Fresnel. 

L'amplitude  du  rayon  réfléchi  total,  qui  est  la  somme 
des  amplitudes  des  rayons  réfléchis  1,  3,  5  ...  fois,  se 
trouve  d'une  manière  semblable  et  est  exprimée  par  la 
série  suivante: 


V*/S      r»W     f/3        fpf     PUfi   f2    f(* 
\du—\du\dii\du2  +\du\du\du\dut\duA  ...  .  (1 

~ua      vUavua  vUx        vUa*)ua   i'Ml    *Jua   vu 3 


i) 
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Nous  désignons 

cette  série  par 
A\duf(u), 

où 

n>u     r>up 

m  • 

=  1  — \dul  \dh 

On  tire  de  la  dernière  équation 

.). 


m 


e        0  4-  e  P 


l/3  _|_  eu/3~Ua 


et  en   conséquence  l'expression   (11)   ou  l'amplitude   du 
rayon  réfléchi  deviendra 


Jla~ufî JlQ     ua 


-A- "—^-—.  (12) 

Si  l'on  pose  dans  l'expression  (12)  u  =  — |logtg#, 
on  obtiendra  l'amplitude  du  rayon  polarisé  dans  le  plan 
d'incidence,  et  si  l'on  appelle  R  cette  amplitude,  on  trouvera 

B-A™£=&.  (13) 

sin  (a  +  fi) 

Si  R'  est  l'amplitude  du  rayon  polarisé  perpendicu- 
lairement au  plan  d'incidence,  et  si  l'on  pose  dans  l'ex- 
pression (12)  u  =  -J- logsin  2  a?,  on  trouvera 

E  -       j.*(*—fi  (14) 

Nous  retrouvons  donc  aussi  dans  ce  cas  les  formules  de 
Fresnel. 
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Le  résultat  est  que,  même  dans  le  cas  d'une  varia- 
tion continue  de  l'indice  de  réfraction  des  deux  milieux 
et  en  conséquence  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  de 
réflexions  à  la  surface  de  séparation,  les  formules  de 
Fresnel  seront  encore  admissibles,  pourvu  que  l'épais- 
seur totale  des  couches  intermédiaires  ait  une  valeur  infi- 
niment petite  par  rapport  à  la  longueur  d'onde.  Dans  le 
cas  contraire  on  doit  tenir  compte  des  pertes  de  phase 
des  différents  rayons. 

La  correction  entraînée  par  ces  pertes  de  phase 
n'est  que  d'une  très  minime  importance  pour  le  rayon 
incident  et  ne  peut  guère  être  démontrée  par  des  ex- 
périences. Au  contraire  nous  introduirons  cette  correction 
dans  le  calcul  des  amplitudes  des  rayons  réfléchis.  Une 
onde  de  lumière  qui  est  réfléchie  par  la  couche  où 
l'angle  de  réfraction  est  œ  ou  #,,  x2  . .  .  et  qui  ensuite 
se  combine  avec  l'onde  réfléchie  par  la  première  couche, 
sera  en  retard  sur  cette  dernière,  et  nous  pouvons  désigner 
les  différences  de  phase  respectivement  par  d,  dn  â2  ... 
Ces  quantités  sont  des  fonctions  de  #,  œl,  x2  ...,  mais 
elles  peuvent  aussi  être  considérées  comme  fonctions  des 
variables  w,  un  u%  ... 

Nous  pouvons  donc  désigner  l'amplitude  du  rayon 
réfléchi  un  fois  par  la  couche  où  l'angle  de  réfraction 
est  x  par  A  cos  (ht  —  d)  du  , 

t  désignant  le  temps  et  k  une  constante. 

On  reconnaît  aisément,  d'une  manière  analogue  à  la 
précédente,  que  l'amplitude  du  rayon  réfléchi  est  ex- 
primée par 

\ducos(kt— d)  —  UU,U2  cos(M-ô+â-da)+...   (15; 

VUa  Vlla  *Jua      •JUi  -J 
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Cette  série  est  la  partie  réelle  de 
r*uâ  — 

\  ;  (kt-â)v-i 

A\aue  f(u) 


"a 


ou 


a 


m 


1  du ,  \dt 


dune  f\uî)> 


On  déduit  de  cette  relation  l'équation  différentielle 


du 


e  /"  (u) 


-âV—  \n,     v    . 


NOTE  5. 


au  moyen   de  laquelle  on   peut  obtenir  une  expression 
nouvelle  de  la  série  (15),  celle-ci  étant  la  partie  réelle  de 

ou,  en  vertu  des  équations  f'(ua)   =  0   et  â  =  0   pour 

-AektvZrif'(ua).  (15') 

Si  l'on  pose  dans  l'équation  différentielle  ci-dessus 


u  =  ua,    de 


f(u) 


9XV—\   eu~up+euru 


NOTE 


X  sera  déterminé   en   fonction  de  u  par  l'équation  sui- 
vante 


d2X      eu-u/3-eup-ud(<ÏÀ-ô)      dXd(X-ô)  /—^  _=  Q 

eu~wfi  4-  eufi~u       du  du      du 


du2 


en  remarquant  que  X  =  0  pour  u  =  ua  et 


dX 

du 


0  pour 


U      =      WyO. 
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dX 

Nous  nous  bornerons   au  cas  où  les  quantités  -7-  et 
dd  du 

-ït  sont  très  petites.  L'équation  différentielle  en  X  don- 
nera dans  ce  cas  par  intégration,  le  dernier  terme  étant 
sensiblement  égal  à  zéro. 


-r-      A  (  2  (u  -  uq)        2  (uâ—u)\  —  du 

(u-ufi  +   ur  uy  \Ve  PJ—eK  P      ])  du  a  u 

Vu 


En  substituant  dans  cette  expression  les  valeurs   de 

u,   on  voit  que  -j-  est    une    petite   quantité   pour  toutes 
du  i  •> 

les   valeurs   de  l'angle   d'incidence,    pourvu   que  -r-  soit 
petit,  ce  qui  effectivement  est  la  seule  supposition  qu'on 
note  7.  ait  faite.* 

En  substituant  la  valeur  de  f(u)  dans  (15)',  la  série 
(15)  sera  la  partie  réelle  de 


NOTE  8.  — Ae 


\cUa-Up  _j_  eufi-ua  ^  [du\ 


et  la  somme  de  la  série  sera  par  suite 


A 


e  a      p —  e  p      c 


e  P      c 


P 

2 
e 

Y(ua~U/3)  _    2(u^-ua)  du 


cos  ht  4-  sm  kt  \  -=-é ; ^ c  —  du 


En  substituant  dans  cette  expression  u  =  — {  log  tgx, 
on  obtiendra  la  valeur  de  l'amplitude  R  du  rayon  polarisé 
dans  le  plan  d'incidence,  qui  sera  donc 


R  =  ASm(a  ,  ^•[cosfo  +  sinfctgj] 

sin(a  +  /9)  L  '  J 


ti  a  cos  a    C^ 
a  —  sin^y-1 

va 


,      .  sm  a  cos  a    V\-       8  a .  .  2  n      .      -,  dâ  , 

tgJ  =  -r-i r  27,\[cos2/?tg#  —  sm2/?cotg#Wcte. 

°  sm2a  —  sm2#Y        r   °  r       G    J  d# 


(16) 
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Si  l'on  substitue  au  contraire  u  =  Alogsin2x,  on 
obtiendra  la  valeur  de  l'amplitude  R'  du  rayon  polarisé 
perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  qui  sera  donc 


R'  = 


Atg{a  ,  ff  [cos  H  +  sin  ht  tg  J'] 


tgJ' 


tg  («  +  /?) 

sin  2a  sin  2/9 
sin2  2  a 


in  2/9    V  I"sin2x 
sin22^Usin2^ 


sin  2/9 
sin  1x 


dâ 
dx 


dx. 


(17) 


Il  est  évident  par   ces  équations  que   tg  A  est   très 

d  iï 

petit  pour  tous  les  angles  d'incidence,  pourvu  que  -=- 
soit  petit.  Au  contraire  tg  A'  peut  devenir  infini,  à  savoir 
pour  sin  2  a  =  sin  2/9,  si  l'angle  d'incidence  est  l'angle 
de  polarisation,  auquel  cas  a  et  /9  sont  complémentaires. 

Si  A'  est  une  petite  quantité  positive  pour  un  angle 
d'incidence  donné,  elle  deviendra,  par  un  changement 
continu  de  l'angle  d'incidence,  égale  à  -=-  pour  l'angle  de 
polarisation,  et  ensuite  elle  s'approchera  de  tt.  Si  au 
contraire  â'  est  d'abord  une  quantité  négative  petite  en 
valeur  absolue,  elle  diminuera  par  un  changement  con- 
tinu  de  cet  angle  jusqu'à  —  -=  et  ensuite  jusqu'à  —  tt.*    *  note  9. 

La  perte  de  phase  du  rayon  réfléchi  R  par  rapport 
à  l'autre  rayon  R,  polarisé  dans  le  plan  d'incidence, 
peut  être  exprimée  par  A' — J,  si  les  coefficients  de 
cos&£  ont  le  même  signe  pour  les  deux  rayons,  c'est-à- 
dire  si  l'angle  d'incidence  est  plus  grand  que  l'angle  de 
polarisation.  Mais  si  les  angles  A'  et  A  sont  toujours 
choisis  dans  le  premier  quadrant  positif  ou  négatif,  nous 
pouvons  ajouter  un  multiple  arbitraire  de  2^  et  ex- 
primer la  perte  de  phase  par  A' — -J-)-2^7r,  où  p  est  un 
nombre  entier. 
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Si  maintenant  J'  est  positif  pour  l'angle  considéré,  il 
grandira  si  l'angle  d'incidence  devient  plus  petit,  et  la 
perte  de  phase  sera  exprimée  par  J' — d-\-(%p-\-l)7t, 
quand  l'angle  d'incidence  est  devenu  plus  petit  que  l'angle 
de  polarisation,  si  l'on  choisit  J'dans  le  premier  quadrant. 

Si  au  contraire  J'  est  négatif  pour  un  angle  d'inci- 
dence plus  grand  que  l'angle  de  polarisation,  la  perte  de 
phase  sera  à'—  J  +  (2p—  1)tt,  quand  l'angle  d'incidence 
est  devenu  plus  petit  que  l'angle  de  polarisation.  Ces 
résultats  sont  en  concordance  avec  ceux  qui  ont  été 
trouvés  par  Jamin.  Dans  le  premier  cas  Jamin  suppose 
p  =  — 1 ,  et  la  perte  de  phase  sera 

J'—  J  —  2,t  pour  a  +  /9>  n 


A—â  —  n     pour  «  +  /9  < 


2  ' 

7T 


Les  corps  qui  ont  ce  caractère  sont  les  corps  à  ré- 
flexion négative  de  Jamin.  Dans  l'autre  cas  /j'  négatif 
pour  a  +  /9>  ~),  il  suppose  p  =  1,  et  la  perte  de  phase 
pour  ces  corps,  qu'il  nomme  „ corps  à  réflexion  positive", 
sera  par  conséquent 

J'— J  +  2;r  pour  «+/?>|-, 

J'— J  +  7T     pour  a+/9<~. 

De  plus  M.  Jamin  a  trouvé  que  la  plupart  des  corps 
pour  lesquels  l'indice  de  réfraction  est  plus  petit  qu'une 
certaine  valeur  (à  peu  près  1,46)  présentent  la  réflexion 
négative,  tandis  que  les  corps  dont  l'indice  de  réfraction 
est  plus  grand  que  1,46  ont  la  réflexion  positive.  La 
limite  des  deux  espèces  est  formée   par  des  corps   pour 
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lesquels  la  différence  de  phase  relative  à  l'angle  de 
polarisation  passe  brusquement  de  0  à  tt.  Ce  lien  remar- 
quable entre  la  différence  de  phase  et  l'indice  de  réfrac- 
tion peut  être  déduit  de  la  théorie  développée;  au  con- 
traire il  ne  peut  pas  être  déduit  de  la  théorie  de  Gauchy. 
Soit  en  effet  p  la  distance  de  la  première  couche  de 
transition  à  celle  pour  laquelle  l'angle  de  réfraction  est  se, 
et  soit  dp  la  distance  de  cette  dernière  couche  et  de  la 
couche  suivante,  pour  laquelle  l'angle  de  réfraction  est 
x  -f-  dx  ;  on  trouvera  sans  difficulté  que,  si  une  onde  est 
réfléchie  par  ces  deux  couches  consécutives,  la  diffé- 
rence de  marche  des  deux  ondes  réfléchies  sera  égale  à 
2  dp  cos  x. 

Soit  de  plus  l  la  longueur   d'onde   dans   le  premier 

sin  x 
milieu  et   par  suite  l  — —  la    longueur    d'onde    dans    la 
sin  a 

couche  considérée;  alors  la  différence  de  phase  qui  cor- 
respond à  cette  différence  de  marche  sera 

2r  sina^  7  dâ  , 

-j—. z  dp  cos  x  =  -7-  dx. 

I  sin  x       '  dx 

A  la  place  de  x  nous  pouvons  substituer  comme  variable 
nouvelle  le  carré  de  l'indice  de  réfraction.  En  désignant 
cette  variable  par  ?;,  on  aura 


Les  limites  des  variables  p  et  v  sont  pour  œ  =  a 
respectivement  0  et  1,  et  pour  x  =  ft  nous  les  désigne- 
rons par  pl  et  vx  ;  px  est  égal  à  l'épaisseur  totale  de  la 
couche  de  transition  et  vx  au  carré  de  l'indice  de  réfrac- 
tion observé. 

En  substituant  la  nouvelle  valeur  de  ^-  et  de  x  dans 

dx 

(16)  et  (17)  et  en  intégrant  par  parties,  on  obtiendra 
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4  h  cos  a 
T 


tgJ'  — 


4^ 


»?cosa         p/cos2/?       sin2/?\ 


(18) 
(19) 


On  voit  donc  par  ces  équations  que  tg  J  est  tou- 
jours positif,  mais  que  tg  â'  peut  prendre  des  valeurs  aussi 
bien  positives  que  négatives.  Il  y  a  un  cas  particulier 
où  A'  passera  brusquement,  pour  l'angle  de  polarisation, 
de  0  à  -^  il  :  à  savoir  si  l'on  a  pour  cet  angle 


cos2/?       sin2/9 


dv  =  0, 


ou,  puisque  i  on  a  ici 


.  cos2/? 


sin2/9 


dv  =  0. 


Gomme  cette  intégrale  contient  des  éléments  aussi 
bien  positifs  que  négatifs,  il  est  évident  que  cette  équa- 
tion est  possible  pour  une  certaine  valeur  de  vt.  Si  l'on 
admet  que  pour  les  différents  corps  p  soit  en  général 
à  peu  près  la  même  fonction  de  #,,  l'intégrale  croîtra  de 


'•O-^-pSH 


si  vx  reçoit  l'accroissement  positif  dvl  ;  l'accroissement  de 
l'intégrale  sera  plus  grand  que 

Il  sera  donc  positif,  et  l'on  voit  que  l'intégrale  définie 
qui   figure  dans  (19)    sera    positive    si    vx    surpasse  une 
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certaine  valeur  et  en  conséquence  que  û'  sera  dans  ce 
cas  négatif  pour  ^,cos2«  —  cos2/9<0,  c'est-à-dire  pour 
a+/?>^,  si  la  lumière,  comme  dans  les  expériences  de 
Jamin,  passe  dans  un  corps  plus  réfringent  (a>/9).  Mais 
nous  avons  vu  ci-dessus  que  ce  cas  correspond  aux  corps 
à  réflexion  positive. 

On  peut  donc  montrer  par  le  calcul  comme  par 
l'expérience  que  la  réfraction  positive  a  lieu  pour  des 
corps  qui  ont  un  indice  de  réfraction  plus  grand,  la  ré- 
flexion négative  au  contraire  pour  les  corps  qui  ont  un 
indice  de  réfraction  plus  petit,  tandis  que  la  différence 
de  phase  des  corps  qui  se  trouvent  à  la  limite  de  ceux-là 
varie  brusquement  de  0  à  -j-  n. 

L'intensité  du  rayon  réfléchi  polarisé  perpendiculaire- 
ment au  plan  d'incidence  est  en  vertu  de  (17) 

et  l'intensité  du  rayon  réfléchi  polarisé  dans  le  plan 
d'incidence  est  en  vertu  de  (10) 

^sm2(a-/9) 

Si  l'on  désigne  par  F  le  rapport  des  deux  intensités, 
on  obtiendra 

cos  (a  —  /?)  cos  J 

Ce  résultat  concorde  avec  celui  que  Gauchy  a  obtenu. 

Jamin  ayant  aussi  déterminé  expérimentalement  ce  rap- 
port, on  peut  de  ses  expériences,  qui  donnent  fc,  l'angle  d'in- 
cidence principale  et  l'indice  de  réfraction,  déduire  la  valeur 
de  J  et  par  conséquent,   en  vertu  de  (18),   la  valeur  de 
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pdv.     Si  l'on  admet   que  p  soit  déterminé  approxima- 


v—  1 
tivement  par  la  formule  p  =  pt .  ,   on  peut  déduire 

de  l'expérience  l'épaisseur  de  la  couche  intermédiaire. 

Ceci  fournit  un  contrôle  nouveau  de  la  théorie,  qui 
exige  que  cette  épaisseur  soit  une  valeur  petite  et  posi- 
tive. Le  calcul  des  expériences  de  Jamin  montre  en  effet 
qu'il  en  est  bien  ainsi,  quoiqu'on  n'obtienne  pas  de  cette 
manière,  comme  il  était  à  supposer,  une  grande  pré- 
cision. J'ai  trouvé  ainsi  que  l'épaisseur  de  la  couche 
pour  les  différents  corps  est  comprise  entre  ^  et  ~ 
de  longueur  d'onde. 

Le  résultat  de  ces  recherches  est  donc  qu'on  peut 
expliquer  complètement  les  expériences  de  Jamin  par  la 
seule  supposition  de  couches  intermédiaires  d'une  épais- 
seur insignifiante,  donnant  lieu  à  une  variation  con- 
tinue de  l'indice  de  réfraction,  supposition  qu'on  a  évi- 
demment plus  de  droit  de  faire  que  d'exclure. 

Copenhague,  le  28  juin  1860. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  critique  du  mémoire  se  trouve  dans 
les  „Fortschritte  der  Physik"  ,  t.  16,  p.  221.  Elle  sera 
mentionnée  ci-dessous.     (Voir  note  6.) 

NOTE  2.  Jamin:  Mémoire  sur  la  réflexion  de  la 
lumière  par  les  substances  transparentes.  Comptes 
rendus,  XXXI,  1848,  p.  383—384.  Mémoire  sur  la  ré- 
fraction de  la  lumière.  Comptes  rendus,  XXXII,  1848, 
p.  147 — 150.  Mémoire  sur  la  réflexion  à  la  surface  des 
corps  transparents.  Ann.  de  chim.  et  de  phys.,  XXIX, 
p.  263—305. 

NOTE  3.  Dans  les  Comptes  rendus  se  trouvent  de 
•nombreux  mémoires  sur  ce  sujet  (années  1836  et  sui- 
vantes). 

NOTE  4.     En  ce  qui  concerne  les  signes  de 

sinQc— xx)    et    tg(jr— a,) 
sin  (#  +  #,)  ig(x-\-œi) 

voir  le  mémoire  de  Lorenz,    Pogg.  Ann.,   t.  CXVIII,   le 
quatrième  mémoire  de  la  présente  édition. 

NOTE  5.     En  effet  on  trouvera 

Mfi 

m        .w*.«(*-*,)V"  7K) 


\  du ,  e 
vu 


/»  =  /"(«)+ f(»)£V; 
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NOTE  6.  Dans  les  „Fortschritte  fier  Physik",  1860, 
t.  10,  se  trouve  une  critique  de  l'intégration  approchée 
que  fait  Lorenz  de  l'équation  différentielle 

~âu*~^~  u—up.up    «        du         '   du      du 

qui  est  intégrée   dans  la  supposition  que  ■-  k  et  -=-  soient 
toujours  des  valeurs  petites.     Je  cite  ici  la  critique: 

„En  discutant  les  résultats,  on  maintient  l'hypothèse 
que  y  a  toujours  une  valeur  très  petite.  L'auteur  n'a 
pas  explicitement  mentionné  que  dans  le  cas  le  plus 
important,  celui  où  le  rayon  est  polarisé  perpendicu- 
lairement au  plan  d'incidence  et  où  l'angle  d'incidence 
est  peu  différent  de  l'angle  de  polarisation,  cette  suppo- 
sition es!  contradictoire  avec  son  hypothèse,  que  la  direc- 
tion du  rayon  réfracté  change  d'une  manière  continue 
et  qu'en  conséquence  la  courbe  enveloppée  n'a  pas" de 
point  anguleux.  En  effet  on  aura,  en  vertu  de  l'équation 
t-  =  tg2#-j-  -,  qui  est  admissible  pour  des  rayons  po- 
larisés  dans   la   direction   susdite,   et  en   ayant   égard   à 

.. ,         .        do       4-  sina      .     do     ,,-,,.        ,    , 

1  équation    -7-   =  -  cota?—  oiw  désigne  la  longueur 

d'onde  du  rayon  incident  et  p  la  distance  de  la  surface  à 
la  couche  pour  laquelle  l'angle  de  réfraction  est  a-, 

do        4;r  sin  «1-f  cos  2a?  dp 
dît  l  cos  2a-      dx' 

La  couche  enveloppée  n'ayant  par  de  point  angu- 
leux,  le  rayon  de  courbure  (  -J-    (et  par  suite  aussi 

7  cos  a?  Dix 

'-£\   ne   peut   pas   s'évanouir  pour  a*  =  45°  ;    en  consé- 
quence --  sera   infiniment   grand    dans   la   couche   pour 
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laquelle  l'angle  de  réfraction  x  est  égal  à  45°.  Mais  si 
l'angle  de  polarisation  est  a,  il  résulte  de  l'équation 
a  +  fi  =  90°  que  des  deux  angles  a  et  fi  l'un  est  plus 
grand,  l'autre  plus  petit  que  45°,  car  ils  ne  peuvent 
être  égaux,  et  en  conséquence  il  y  aura  une  valeur  de 
x  égale  à  45°,  lorsque  x  varie  d'une  manière  continue  de 
a  à  fi.  La  même  chose  aura  lieu  évidemment  si  œ  se 
trouve  dans  le  voisinage  de  l'angle  de  polarisation.  II 
est  superflu  d'indiquer  les  limites,  faciles  à  trouver,  en 
dehors  desquelles  a  doit  être  si  lue  pour  que  x  ne  dépasse 
pas  -4- . 

Il  s'ensuit  qu'on  ne  peut  jamais  négliger  le  dernier 
terme  de  l'équation  différentielle  (l'équation  citée  au  com- 
mencement de  cette  note)  si  la  lumière  est  polarisée 
perpendiculairement  au  plan  d'incidence  et  si  l'angle  de 
45°  est  contenu  entre  les  limites  a  et  fi,  et  en  particulier 
si  a  est  voisin  de  l'angle  de  polarisation.  En  consé- 
quence, la  formule  (17),  qui  a  été  établie  en  négligeant 
le  dernier  terme,  ne  peut  pas  être  appliquée  dans  ce  cas.- 

La  critique  est  sans  doute  fondée,  en  tant  qu'elle 
démontre  qu'on  ne  peut  pas  affirmer  que  soit  tou- 
jours une  quantité  petite,  et  que  dans  le  cas  en  question 
l'équation  (17)  ne  peut  pas  être  déduite  par  la  voie 
suivie  dans  le  mémoire.  Je  crois  pourtant  qu'on  peut 
établir  que  l'équation  (17)  est  probablement  admissible 
dans  tous  les  cas,    par  un  procédé  un  peu  différent,    en 

supposant  que  les  quantités    ,    et  -7-  sont  toujours  petites. 
1  dx       dx  J   i      l 

On   peut   considérer  comme  évident  que  -/-  est  tou- 

dx 

jours  une  quantité  petite,  même  en  comparaison  d'une 
longueur  d'onde,  x  variant  entre  les  limites  a  et  fi,  dont 
la  différence  est  grande  en  général,  tandis  qu'on  suppose 

4 
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que  la  couche  intermédiaire  a  une  épaisseur  qui  ne  sur- 
passe pas  une  petite  fraction  de  longueur  d'onde. 

La  différence  de  marche  de  deux  rayons  réfléchis 
respectivement  par  la  couche  qui  correspond  à  la  valeur 
p  et  par  celle  qui  correspond  à  p  -f-  dp  est  2  dp  cos#. 
Si  nous  désignons  par  /  la  longueur  d'onde  dans  le  milieu 
où  l'angle  de  réfraction  est  «,  une  longueur  d'onde  dans 

la  couche  précitée  sera  l- — -  et   la   différence  de    phase 

sin  a 


des  rayons  en  question 

l  sin  x 


,.        °2  n  sin  a  a  , 
dd  =  -=-i         %dp  cos.z  , 


ce  qui  donne 

dà 4^  sin  a  dp 

dx  l  °      dx  ' 

d  à 

-j-  est  donc  aussi  une  quantité  très   petite,   excepté 

dx 

si  x  est  nul  (ou  à  peu  près  nul),    auquel  cas  la  formule 
cesse  d'être  applicable. 

On  a  donc  dans  le  cas   en  question,    où   les    vibra- 
tions sont  situées  dans  le  plan  d'incidence. 


u  = 

\  logsin  %x 

du  — 

dx  cot  2  x , 

et 

en 

conséquence 

dd 

du 

for  9  <r 

dPi 

par  où  l'on  voit  que  -v-  est  aussi  une  quantité  très  petite 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  ne  se  trouvent  pas 
dans  le  voisinage  de  45°. 

La  fonction  f(u)  est  déterminée  par  l'équation  diffé- 
rentielle 
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du 
ou 


«*«-"- VMÎ  _  ê-#=im 


-rMr^-^iM  +  r*-'rw  =  ,-^-V(«). 


Si  la  perte  de  phase  n'existait  pas,  â  et  ses  dérivées 
seraient  égales  à  zéro.  On  aurait  donc,  comme  on  l'a 
démontré  dans  le  mémoire, 


m 


e       p-\-  e  p 
eu<*~ufiJreufi~u' 


On  peut  donc  considérer  cette  expression  comme 
une  première  approximation  de  l'intégrale  de  l'équation 
différentielle  ci-dessus,  et  on  peut  prendre 


m 


XV— i    e        fi  A-  e  fi 


e 


fi  -{-  e  fi      c 


où  l'on  peut  avec  une  certaine  probabilité  supposer  que 
À  ait  une  valeur  qui  diffère  peu  de  zéro  dans  tout  l'inter- 
valle de  a  à  ft  et  en  conséquence  que  la  première  dérivée 
de  À  par  rapport  à  x  ait  elle-même  une  valeur  peu 
différente  de  zéro. 

En  introduisant   X   à  la  place  de  x  dans  l'équation 
différentielle,  on  aura 

en      eu~ufi  —  enfi"u  d(2X  —  d)  ,  dX  d(k  —  S)    z^[  _  Q 
^u      e~~ufi  !   ewfi~u        (*u  du       du 

Après  avoir  été  multipliée  par  (eu~ufi  +  eufi~u)\    cette 
équation  prendra  la  forme 
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_L  (/' -'V  _L_  ,V  "f  T   d(\~^  1/- 1    -      « >• 

On  voit  qu'on  aura  pour  u  =  ^ 

et,  en  vertu  de  l'équation  différentielle, 
(,«—*  +  e"/î-")2^  - &"-"£)  _  ê2(«/9-  ■))*?  «*„ 

4-  Ve       ^  +  e  /?     ;  -= — ±-j — '-  du  M— Y  =  0. 
'    V  dv      dit 

VU  a 
P 

Comme  -=-  et  -.-  ont  des  valeurs  petites  pour  toutes 
du,        du 

les  valeurs  de  x  différentes  de  45°,  on  peut  négliger  la 
dernière  intégrale  en  comparaison  des  autres  termes,  si 
45°  n'est  pas  compris  entre  /?  et  x.    Si  au  contraire  45° 

est  compris  entre  B  et  a,  il  peut  se  faire  que  -,  ■  devienne 

r  du 

d  \ 

grand  dans  le  voisinage  de  45°.  tandis  que  y- s'approche 
de  F  infini. 

On  ne  peut  donc  pas  dans  ce  cas,  sans  recherches 
ultérieures,  négliger  la  partie  de  la  dernière  intégrale 
comprise  entre  les  limites,  qui  correspondent  à  x  =  45°  — 1\ 
et  x  =  45°-}-02,  i\  et  i\,  étant  des  quantités  petites. 

En  introduisant  x  au  lieu  de  u  dans  l'équation  diffé- 
rentielle et  en  posant 
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/  u—u0    .      n0—n\2  ,   v 

(e        P^-e  fi      )  =  <p(x), 

on  aura,  en  vertu  de  u  =  Jlogsin^à?, 


Nous  supposerons  à  présent  qu'on  aitft<x,x  =  45°  —  «7, 
»  étant  une  quantité  petite.  Comme  les  éléments  de  la 
dernière  intégrale  sont  petits  si  x  n'est  pas  voisin  de  45°, 
on  peut  substituer  45° — v1  au  lieu  de  la  limite  inférieure 
/?,  v1  étant  une  quantité  petite.  L'équation  différentielle 
peut  alors  s'écrire 


Mais,   les  limites  de  la  dernière  intégrale   étant   très 
rappochées,    on  peut  supposer  que,  dans  cette  intégrale, 

w  (x) ,  -y- ,   -=-  sont   des    constantes  ;    on    aura   donc .    en 

T     J     dx     dx 

intégrant  et  en  négligeant  des  quantités  qui  sont  insigni- 
fiantes en  comparaison  des  quantités  conservées 

Mais,  tg2.z  étant  sensiblement  égal  à  =-  pour  x  =  45°— v, 
le  dernier  ternie  de  cette  équation  est  négligeable  par 
rapport   au   premier,    et  l'on  aura,    quand  x  s'approche 

de  45° , 


lim    v  tg  vx  =  _1_\  y(^)  ""'  <iz. 
dx  c  ^(Y) 


x  =  4ôO 


i  r..,« 
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Ceci  prouve  que  tous  les  éléments  de 
Çu  ,    dXd(X-â), 


du       du 


>u(3 


ont  des  valeurs  petites,  même  si  45°  est  compris  entre 
les  limites  fi  et  ^,  et  on  peut  dans  tous  les  cas  négliger 
cette  intégrale  dans  l'équation  différentielle. 

L'équation  de  Lorenz  est  donc  bien   fondée  quand 

dô    ,   dX        .    , 
on  suppose  que  -,    et  y-  sont  des  quantités  petites. 

NOTE  7.  On  a  établi  la  formule  en  supposant  que 
-T-  et  -j-  sont  des  quantités  petites,  et  la  formule  trouvée 
démontre  bien  que  ces  suppositions  ne  sont  pas  incompa- 
tibles, mais  ne  peut  pas  démontrer  que  l'une  est  une  consé- 
quence de  l'autre. 

NOTE  8.     On  aura,  en  vertu  de  u  =  ua, 
f{u)  =  1 ,     X  =  0. 

NOTE  9.  On  voit  par  les  formules  (16)  et  (17), 
combinées  avec  (18)  et  (19),  de  quelle  manière  la  perte 
de  phase  produite  par  la  réflexion  varie  en  fonction  de 
l'angle  d'incidence. 

Gomme  le  coefficient  de  cos  kt  dans  (1G)  est  toujours 
positif  et  que  tg  A  a  toujours  une  petite  valeur  positive, 
on  voit  que  la  perte  de  phase  de  R  est  toujours  un  petit 
angle  positif. 

La  différence  des  phases  de  R  et  R'  est  donc  sen- 
siblement déterminée  par  la  perte  de  phase  de  R'  pro- 
duite par  la  réflexion.  Mais  la  perte  de  phase  de  R' 
est  déterminée  par  la  valeur  de  tg  A'  jointe  au  signe  du 
coefficient    de   cos  kt.     Comme   l'écart    par   rapport   aux 
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formules  de  Fresnel  s'observe  en  particulier  au  voisinage 
de  l'angle  de  polarisation,  on  doit  surtout  rechercher  com- 
ment la  perte  de  phase  varie  dans  ce  voisinage. 

On  peut  donner  à  l'expression  de  tg  A'  la  forme  sui- 
vante, comme  le  fait  M.  Mascart  (Traité  d'optique,  t.  II, 
p.  439), 

4~      (l+tg2«)cos«f.  .  2   .fi  •  2    ÇVidv] 

(le  facteur  cos  «  au  numérateur  est  oublié  aussi  bien 
par  Lorenz  que  par  M.  Mascart). 

Le  terme  entre  parenthèses  sera  égal  à  zéro  pour 
une  valeur  de  oc,  que  nous  appellerons  y,  déterminée  par 


sin2 


dr 


f1  i     ,      »CVl  dv 


et  l'on  aura  trois  cas  essentiellement  différents  selon  que 

où  p   désigne   l'angle   de    polarisation.     Le    dernier    cas 
comprend  celui  où  y  est  imaginaire. 

Nous  voyons  que  tg  A'  est  toujours  positif  pour  a 
assez  petit  et  que  le  signe  de  tg  A'  change  si  a  en  variant 
passe  par  y  ou  par  p. 

Dans  le  premier  cas ,  tg  A'  sera  donc  positif  pour 
a  >p  ou  a  -\-  ft~>90°.  Nous  choisirons  toujours  A'  dans 
le  premier  quadrant  positif  ou  négatif;  la  perte  de  phase 
sera  donc 

A'+'lp-  pour    «  +  /9>^. 
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Si  a  diminue,  tg  â'  croîtra,  et  pour  «  =  p  deviendra 

infiniment  grand,  et  J'  sera  égal  à  Qp-n:  -\-  -=  .    Si  «  passe 

par^),  tg  J'  changera  de  signe  en  même  temps  que  le 
coefficient  de  coskt,  et  par  suite  la  perte  de  phase  sera 
située  dans  le  second  quadrant,  et.  A'  étant  choisi  dans 
le  premier  quadrant  négatif,  la  perte  sera  égale  à 

d'+n  +  Qpn    pour    «4-/9<^. 

C'est  le  cas  des  corps  à  réflexion  négative. 

Si  au  contraire  p  <  y,  tg  à'  sera  négatif  pour  p  <  a  <  ?-, 
et  la  perte  de  phase  sera  située  dans  le  premier  qua- 
drant négatif  et  sera  égale  a  d'-j-jtpx.  Si  a  diminue, 
la    valeur    absolue    de    J'   croîtra    et    deviendra,   égale   à 

—  q  pour  a  =  p.  ex  passant  par  p ,  tg  J'  et  le  coeffi- 
cient de  cos  ht  changeront  de  signe  et  la  perte  de  phase 
sera  située  dans  le  troisième  quadrant  et  sera  égale 
à  J'—  7r  +  9p,T.  C'est  le  cas  des  corps  à  réflexion 
positive. 

Dans  le  dernier  cas  y  =  p,  tg  J'  aura  toujours  le 
même  signe  et  par  suite  sera  toujours  positif.  Si  a=p, 
tg  J'  aura  la  forme  g ,  mais  en  déterminant  la  vraie 
valeur,  on  verra  qu'elle  sera  très  petite  et  positive.  L'angle 
a  variant  et  passant  par  p,  le  coefficient  de  cos  Ai  chan- 
gera de  signe.  La  perte  de  phase  sera  donc  située  dans 
le  premier  quadrant  positif  pour  «-)-/?>  90°,  dans  le 
troisième  quadrant  pour  a-f/2<  90°.  C'est  le  cas  des 
corps  à  réflexion  neutre. 

M.  Mascart  (Traité  d'optique,  p.  439)  dit  que,  d'après 
la  théorie   de   Lorenz,    tous    les    corps    ont   la  réflexion 
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positive  pour  un  petit  angle  d'incidence,  ce  qui  est  con- 
traire aux  expériences.  Mais  comme  la  perte  de  phase 
ne  peut  être  observée  qu'au  voisinage  de  l'angle  de 
polarisation,  cette  objection  contre  la  théorie  de  Lorenz 
n'est  pas  valable. 


DETERMINATION 

DE 

LA  DIRECTION  DES  VIBRATIONS  DE  L'ÉTHER 

LUMINEUX  PAR  LA  RÉFLEXION  ET  PAR 

LA  RÉFRACTION  DE  LA  LUMIÈRE. 


DETERMINATION  DE  LA  DIRECTION  DES  VIBRATIONS 

DE  L'ÉTHER  LUMINEUX  PAR  LA  RÉFLEXION  ET  PAR 

LA  RÉFRACTION  DE  LA  LUMIÈRE. 

POGG.  ANN.    T.  114,  P.  238-250.*  »  NOTE  1. 

-Le  présent  mémoire  se  rattache  à  deux  autres,  que 
j'ai  publiés  dans  le  tome  111  de  ces  Annales  (les  Ami. 
de  Pogg.).*  Après  avoir  déterminé  dans  le  premier  la  *  note  2. 
direction  des  vibrations  par  la  diffraction  de  la  lumière, 
je  m'attachai  dans  le  second  mémoire  à  infirmer  l'im- 
portance qu'on  a  attribuée  aux  expériences  de  Jamin 
pour  la  solution  de  ce  problème,  en  faisant  voir  qu'on 
pouvait  expliquer  ces  expériences  d'une  manière  simple 
qui  laisse  la  question  indécise. 

On  sait  que  l'expérience  a  prouvé  l'exactitude  des 
formules  de  Fresnel  relatives  à  l'intensité,  modifiées  par 
la  correction  de  Jamin.  Dans  des  expériences  que  j  ai 
faites  moi-même  sur  la  déviation  du  plan  de  polarisation 
par  la  réfraction,  la  valeur  observée  ne  s'est  pas  écartée 
de  12'  de  la  valeur  calculée,  même  pour  une  déviation  de 
18°;  je  me  suis  convaincu  ainsi  que  les  écarts,  s'il  y  en 
a,  doivent  du  moins  être  très  petits,  ce  qu'il  suffit  de 
constater  pour  le  but  du  présent  mémoire. 
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Le  calcul  des  intensités  des  rayons  réfléchi  et  réfracté 
a  été  fait  si  souvent,  qu'il  pourrait  paraître  inutile  de  le 
répéter,  si  l'on  n'était  pas,  selon  les  hypothèses  dont  on 
est  parti,  parvenu  à  des  résultats  tellement  contraires, 
qu'à  présent  la  question  est  devenue  tout  à  fait  embrouillée. 
Pour  trancher  la  question  des  vibrations  de  l'éther  lumineux, 
j'ai  donc  évité  toute  hypothèse  incertaine  ou  douteuse, 
comme  l'égalité  des  pressions  et  des  déplacements  de 
part  et  d'autre  de  la  surface  de  séparation,  et  j'ai  choisi 
comme  point  de  départ  du  calcul  les  lois  générales  du 
mouvement  des  corps  élastiques. 

Je  prends  pour  plan  des  coordonnées  yz  un  plan 
parallèle  à  la  surface  plane  qui  sépare  les  deux  milieux, 
et  je  suppose  en  toute  généralité  que  la  densité  et  l'élasti- 
cité de  l'éther  soient  des  fonctions  de  x.  Les  équations 
différentielles  formées  dans  cette  hypothèse  sont  trans- 
formées de  manière  à  pouvoir  être  intégrées  en  suppo- 
sant plus  tard  que  la  densité  et  l'élasticité  de  l'éther  ne 
soient  variables  qu'entre  des  valeurs  de  x  très  rappro- 
chées (#>0  et  x<e),  mais  qu'elles  restent  constantes 
en  dehors  de  ces  limites. 

Soient  £,  jy,  f  les  composantes  du  mouvement  suivant 
les  trois  axes;  Nv  iV2,  2V3,  Tv  T2,  T3,  les  forces  de  pres- 
sion normales  et  tangentielles;  ces  forces  élastiques  seront, 
comme  on  sait,  déterminées  par  les  équations  suivantes: 


dj_  m    _  (ty 
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où  X  et  fj.  représentent  les  coefficients  d'élasticité,   fonc- 
tions de  x,  et  où 

dx    '   dy       dz 

Si  l'on  désigne  par  t  le  temps  et  par  p  la  densité 
variable,  les  lois  du  mouvement  seront  exprimées  par 
les  équations  différentielles 


dx 

"•"  8y 

Ô2ç 

(i) 

d_T_3 

d.r 

6T, 

(2) 

BT2 
dx 

ô2^ 

(3) 

On  satisfait   à 

ces  dernières 

équations 

par 

des 

in  té- 

P 

•aies  de 

la 

forme 

f=  9(x)e(i'-"!)V-' 

et  l'on  n'a  pas  besoin  de  chercher  des  intégrales  d'une 
forme  plus  générale  si  l'on  prend  le  plan  des  xz  pour 
plan  d'incidence  de  la  lumière,  ou  si  l'on  suppose  que 
le  plan  de  l'onde  est  parallèle  à  l'axe  des  y.  Nous  aurons 
par  suite 

£-"="•  î —>■-*  g-»- 

En  décomposant  les  vibrations  en  composantes  paral- 
lèles et  perpendiculaires  à  l'axe  des  y,  on  peut  encore 
discuter  séparément  la  valeur  de  chaque  composante. 

Si  les  vibrations  sont  parallèles  à  l'axe  des  y,  on 
aura  $  =  0  et  Ç  =  0  et  en  vertu  de  l'équation  (2) 
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NOTE  8. 


NOTE  4. 


en  posant 


ta 

ôx 

Ôâ  _ 

ôx 


t-/'  U,.  B 


(4) 


Cette  équation,  qui  est  une  équation  différent  telle 
ordinaire,  linéaire  et  du  second  ordre,  peut  être  mise 
sous  une  autre  forme  par  l'introduction  d'une  nouvelle 
fonction  U  et  d'une  nouvelle  variable  u.  A  cet  effet 
posons 


£7  satisfaisant  a  l'équation 


£/ 


(5) 


-1 


rf?f 


e  L  . 


(C) 


Si  nous  cherchons  les  dérivées  de  n.  nous  aurons 


ox 


ex' 


OX 


U 


dV 
du 


ç>™ 


(  X 


ô]ogôx\dv      (dôV 
dx     \ôx      [dx)7?1 


et    en   substituant    ces   valeurs   dans   l'équation   (4)    i 

obtiendrons 


NOTE 


-du 

'"dx 


510O-  — 

*dx    ,  dlogju  _  0 

dx        '       ôx 


La  variable  u   sera   déterminée   par  l'intégration   de 
cette  équation  qui  introduit  la  constante  c,   et  l'on  aura 


1  /    ôô 


(7) 
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Quant    à  la  constante   arbitraire  de  l'intégrale,    on 
peut  provisoirement  la  déterminer  à  volonté  en  posant 

U  =   1     pour     u  =  ua 
et 

■</n-  °     P°Ur     «  =   "^ 
et  l'intégrale  sera  exprimée  par  la  .série  suivante 


/i«    /i*p  f*n-'  f1^ 

ta  ta  U.  ta»*-*4 + "j  _'! + '■ ]  ^  -  • 

J«„  Jtt,    *^„  «Jî*« 


(8)  *   *  NOTE  6. 


où  dx,  o„,  .  ..  sont  des  fonctions  formées  avec  les  varia- 
bles nv  u2  comme  d  Test  avec  u. 

Nous  supposerons  à  présent  que  ji,  p  et  par  consé- 

dâ 

quent  aussi  u  et  --  ne  soient  variables  qu'entre  des  limites 

très  rapprochées  (#>0  et  #<s),  mais  restent  constants 
en  dehors  de  ces  limites.    Dans  le  premier  milieu  (#<0) 
ces  valeurs  seront  désignées  par  pt,  px,  ua  et  Zx  et   dans 
le  second  par  ^2,  p2,  Ua  et  /2. 
Étant  donné 

—  =  7  ,    c'est-à-dire  o  =  Z#  pour  #<0, 
et 

,'    —  /„,    c'est-à-dire  d  =  Lr  pour  #>£, 

o  variera  entre  ces  limites  d'une  manière  continue  de 
zéro  à  l2e,  et  pourra  par  suite  être  regardé  dans  tout 
ce  qui  suit  comme  ayant  une  très  petite  valeur.    De  plus 
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les  différentielles  dux,   du2,  .  .  .  dans   la  série  (8)  et   tous 
les   éléments   des   intégrales  s'évanouiront  en  dehors  des 
limites,    et  pour  cette   raison   ^,  o2,  ...   seront  ici   très 
note  7.  petits.*     Dans  la  série 


rèU, 

dU  *2ô\        IV  / 

dit 


-\du\du\du,^-3'J^'-l,^-i..\         (9) 

Vu      Jua   Jt*a  ' 

e%àV— 1  entre  au  contraire  comme  facteur,  et  on  ne  peut 
pas  négliger  ce  facteur. 

Les  séries  peuvent  aisément  être  sommées,  si  l'on 
fait  s  égal  à  zéro:  on  obtiendra 

NOTES.  U  = <  (10)* 

ua  -  n  ^  _|_  ^     ua 

dU  ïfJV—\   e       P—eP  ,in 

du  eua~uP-\-e*p~u* 

Si  l'on  substitue  ces  deux  expressions  dans  l'équa- 
tion (5)  et  qu'on  remplace  u  et  d  par  leurs  valeurs  trou- 
vées ci-dessus,  on  aura: 

Pour  x  négatif 


c 

NOTE  9.  n   =   — — 


6 


et  pour  œ  positif 

c         ^fx}x      -l,xV 


V  = 


Vpk  nk+vh 


e 
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Au  moyen    de   ces  valeurs,    il   est  facile   de   former 
['intégrale  générale  de  l'équation  (4),  savoir: 


ft 


COS  (C lxX) ;2_i_     V  C0S  (c  +  KX) 


.  x<0 


Q  a  l 

71    =    7jl— f^-'-j  COS  (C  —  l2X),  X>0 


(12)*  *  NOTE  10. 


Dans  le  cas  en  question  on  doit  poser  c  =  kt—nz.*  *  note  h. 
On    voit    donc    que  l'onde   plane   incidente   donne    nais- 
sance à  une  onde  plane  réfléchie  et   à   une   onde   plane 
réfractée.*  *  note  12. 

En   désignant  l'angle   d'incidence   par  «,    l'angle   de 
réfraction  par  fi,  on  aura 

sin  a  =  — 7  ,     sin  fi 


et  si  nous  introduisons  ces  nouvelles  quantités  dans 
l'équation  (1°2)  en  remplaçant  lx  et  l2  par  leurs  valeurs 
n  cot  a  et  wcot/9,  nous  obtiendrons  les  expressions  sui- 
vantes pour  les  rayons  réfléchi  et  réfracté: 

^tg/9+^tga  ^^tgfi  +  ^tga' 

où  ^  est  l'amplitude  du  rayon  incident. 

Si  nous  supposons,  comme  l'a  fait  Fresnel,  que  le 
coefficient  d'élasticité  soit  constant,  nous  parviendrons 
aux  formules  qu'il  a  données  pour  la  lumière  polarisée 
dans  le  plan  d'incidence.    Si  nous  supposons  au  contraire 

que  la  densité  soit  constante  (  .  g  =  ."*  )  et  si  nous 
^  \sin2«        sin2/9/ 

mesurons  l'intensité  par  le  carré  de  l'amplitude  multiplié 
par  la  densité,  nous  trouverons  pour  les  deux  rayons 
les   intensités    que   Fresnel   a   trouvées   pour   les   rayons 
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polarisés  perpendiculairement  au  plan  d'incidence.  Le 
résultat  est  donc  dans  les  deux  cas  d'accord  avec  les 
expériences,  que  l'on  fasse  l'une  ou  l'autre  hypothèse. 

*  note  18.  De  plus  on  trouve  facilement  que  les  déplacements  jy* 

et  les  pressions  ri\  sont  les  mêmes  des  deux  côtés  du 
plan  de  séparation  (plan  des  yz). 

On  pourrait  encore  arriver  au  résultat  par  une  méthode 
directe  qui  sera  appliquée  dans  ce  qui  suit,  et  de  ce  ré- 
sultat découleraient  aussi  les  valeurs  des  déplacements. 
Si  j'ai  appliqué  la  première  méthode,  c'est  qu'elle  donne 
plus  de  facilités  pour  faire  un  pas  de  plus,  à  savoir  pour 
traiter  le  cas  où  l'indice  de  réfraction  ne  varie  que  par 
degrés  insensibles,  c'est-à-dire  où  s  a  une  valeur  très 
petite  mais  n'est  pas  identiquement  égal  à  zéro,  car  dans 
ce  cas  il  faut  seulement  appliquer  les  séries  (8)  et  (9) 
ou  l'équation  (6).  Mais  comme  la  série  (9)  n'a  au  point 
de  vue  physique  d'importance  que  pour  le  rayon  ré- 
fléchi et  que  je  l'ai  déjà  étudiée  en  détail  dans  un 
mémoire  antérieur  (Pogg.  Ann..  t.  111.  p.  466;  p.  38  de  la 
présente  édition),  je  me  borne  ici  à  renvoyer  à  ce  mémoire. 
En  faisant  la  comparaison,    on   doit  toutefois  remarquer 

*  note  u.  que   o   a   une   valeur  double*   dans   le  mémoire   cité    et 

que  les  intégrations  multiples  qui  s'y  trouvent  faites 
sont  exécutées  dans  l'ordre  inverse,  ce  qui  d'ailleurs 
n'affecte  pas  la  forme  de  la  série  pour  le  rayon  réfléchi. 

Si  les  vibrations  de  l'éther  lumineux  sont  perpendi- 
culaires à  l'axe  des  y,  c'est-à-dire  si  elles  sont  situées 
dans  le  plan  d'incidence,  les  équations  du  mouvement  (1) 
et  (3)  deviendront 


dL 
dx 


Xd  +  V/x 


de 

dx 


■■^^(s)'*"0'  (13) 


dx 


dZ 


nV—lÇ 


dx 
où  l'on  pose 

/k2p 


/ 


!'■ 


nV—lÂ 


dà  , 
-y-  et 
dx 
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de 

dx 


(*+*/<)( 


v^ 


cte  /  * 


O,   (14) 


Nous   introduisons   à  présent   quatre  fonctions  nou- 
velles déterminées  par  les  équations  suivantes: 


n{f-<p)  +  dl(<p'+é'), 


dx 


dx 


=  -v=i 

c  = 
-j/=ï 


««' 


(15)*  *  NOTE  15 

(16) 

(17) 
•  (18) 


Au  moyen  de  ces  quatre  relations  on  peut  former 
deux  équations  différentielles,  qui  jointes  aux  équations 
(13)  et  (14),  où  £  ...  sont  exprimés  par  les  nouvelles 
fonctions,  donneront  quatre  équations  différentielles  per- 
mettant de  déterminer  ces  nouvelles  fonctions. 

Pour  faciliter  les  calculs  ultérieurs,  nous  introduisons 
le  symbole  dx,  qui  a  une  signification  un  peu  différente, 
suivant  qu'il  s'applique  aux  différentes  fonctions  çr ,  (p,  <p',  (frf. 
Il  est  défini  par  les  équations  suivantes: 


dx 
dx 


dV—id\y>e         k 


dx 


.d>\—ld\(p'e  k 

dx 


dx 

dm) 

dx 


ôV—\d\(pe  k) 

dx 

$'\Z^id\(p'e~c     ~  k) 


dx 
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k  désignant    une   fonction   arbitraire.      De   ces  équations 
on  peut  déduire 

d[(ph  =  dl  \<fh  _  y_  1  dd   ^     d(<fik)  =  dj(pk)   ,,/— 1  dd 

/-//y  r-//v>  il W   I  ri nf  ri /y»  /-7rv»  T 


dx  dx 

etc. 


cfo r  dx  dx 


dx 


</,k, 


Si  nous  formons  ainsi,  au  moyen  de  l'équation  (15), 
l'expression  de  -=-,  nous  obtiendrons,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (16). 


dx[ny)      dx{n<l>) 
dx  dx 

ou  plus  simplement 


■>.(%<■■).  <(£*) 


NOTE  16 


dx 


rfar 


(19) 


De  la  même  manière  on  obtiendra,  au  moyen  des  deux 
équations  suivantes. 

dë  -°-  <20> 


I 

^ous  aurons 

>  ( 

le  plus 

[»+*S 

=  4 

dx 

>+*s 

— 

(dd 
\dx 

) 

Jn8+ 

<'+*>(a 

ri 

Hfi 


(£>-« 


(p'+f). 


En    tenant    compte    des   valeurs    de  -7-  et  -1— ,    on 

rt.r         ûta 


trouvera 


/>/ 


M-«.+«(a-KS-->. 


ce  qui  montre  que   les   deux  derniers  termes  de  l'équa- 
tion sont  égaux  à 

jdd\\  ,      ..—,     d£ 
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Il  résulte  donc  de  l'équation  différentielle  (13)  que 

0.  (21) 


dx 


'   dx 


0     ou     -V- 
dx 


De  même  l'équation  (14)  donnera 


0     ou     -V-1 


0.       (22) 


Nous  supposons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  plus 
haut,  que  À,  jul,  p  et  par  conséquent  aussi  -=-  et  ^—  ne 
sont  variables  qu'entre  des  limites  très  rapprochées 
(x  >  0  et  «  <  e) ,  mais  qu'ils  restent  constants  en  dehors 
de  ces  limites. 


nous  posons 

à  =  lxx* 

ô'  = 

l[x    pour    #  <  0  , 

à  =  h*, 

dv  = 

l'2x   pour    ^  >  £  , 

d  et  d'  varieront  entre  ces  limites  d'une  manière  con- 
tinue de  zéro  à  l2s  et  ^g,  et  pourront  par  suite  être 
regardés  comme  ayant  des  valeurs  très  petites. 

En  développant  par  exemple  le  facteur  e~âv'-1  dans 
l'équation 


dx 


■âV 


—\d{ 


tpe 


dV 


h) 


dx 


dx 


en  série  suivant  les  puissances  de  S  et  en  intégrant  de 
x  =  0  h  x  =  s,  le  premier  terme  sera  très  grand  en 
comparaison  de  tous  les  suivants,  et  pour  cette  raison 
les  derniers  peuvent  être  négligés,  si  l'intégrale  ne  devient 
pas  infinie.      De  la   même    manière   nous   concluons    de 


'équation  (19)  ou 


dx 


0,  en  intégrant  entre  les  mêmes 


NOTE  17. 
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limites, 

[?]*-•«=:     [g«-«  (23) 

et  des  équations  suivantes 

[ffj— •-  [ffj— ,  (25) 

[TJ—o—  [TJ«-«.  (26)* 


On  voit  donc  que  les  composantes  des  déplacements 
et  les  forces  de  pression  sont  les  mêmes  des  deux  côtés 
de  la  surface  de  séparation. 

Des  équations  (15)  et  (17)  on  déduit  facilement  que 
(p  et  ifr  correspondent  aux  vibrations  transversales,  <p'  et 
(f/  aux  vibrations  longitudinales,  et  que  <p  et  (jf  se  rap- 
portent à  l'onde  réfléchie,  si  tp  et  y  se  rapportent  à 
note  18.  l'onde  incidente.*  Désignons  les  valeurs  de  ces  fonctions 
à  la  surface  de  séparation  par  les  indices  1  et  2  pour 
le  premier  et  pour  le  second  milieu,  et  faisons  <p2  et  $ 
égaux  à  zéro:  le  rayon  réfléchi  n'existant  que  dans  le 
premier  milieu,  les  quatre  dernières  équations  devien- 
dront, après  une  légère  transformation  de  la  troisième,  où 


l'on   remplace  (À -{-%//) 


/MY\         '  2 ,  tdâY 


^(fi+«+«-»i)(f;-« 
-&[-p:-»,)f.+8<i*'.]-         g») 
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Pour  le  but  que  nous  avons  en  vue,  nous  pourrons 
nous  borner  à  résoudre  ces  équations  dans  un  cas  par- 
ticulier. Nous  supposons  que  les  deux  milieux  diffèrent 
infiniment  peu  et  que  les  rayons  incidents  ne  contien- 
nent que  des  vibrations  transversales.  On  aura  par 
conséquent  <p[  =  0,  et  ^,  <p'^  (p.2 — <pv  tp\  auront  des  valeurs 
infiniment  petites.  De  plus  nous  remplacerons  /x,  Ç,  fix 
par  l,  V,  n,  et  l2,  l\,  fi2  par  l-{-dl,  l'-\-dl',  p.^chi.  Les 
quantités  ip\  et  <p\  peuvent  très  facilement  être  éliminées, 
et  l'on  aura  alors  les  deux  équations  résultantes 


<P* 


A 


n*+3l2  <U  _dju 

n2—l2  cU  _j_  3rc2—  l*  dfjt 
n2+l2  n    '    rc2+/2  2« 


De  ces  deux  expressions  il  est  facile  de  déduire  les 
valeurs  des  amplitudes  des  ondes  incidente,  réfléchie  et 
réfractée,  car  leurs  rapports  seront 


*:A:(l  +  s«),..- 


NOTE  19. 


En  désignant,    comme   nous   l'avons   fait   plus  haut, 
l'angle  d'incidence  par  a  et  en  posant 


cotg  a 


da 


dl 
n 


on  verra    que    les    rapports    des   amplitudes   auront    les 
valeurs  suivantes  : 


1: 


da 


(3sin2«—  cos2«)  ^  :  1 


da 
sin  2  a 


dfx 


(31) 
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Les  formules  de  Fresnel  relatives  à  l'intensité  de  la 
lumière,  qui  doivent  encore  être  admissibles  dans  le  cas 
de  deux  milieux  réfringents  infiniment  peu  différents,  ne 
sont  d'accord  avec  ce  résultat  que  si  p  est  constant, 
mais  elles  ne  le  sont  plus  dans  le  cas  contraire. 

Au  moyen  des  formules  (31)  nous  pouvons,  comme 
je  l'ai  montré  déjà  auparavant  (Pogg.  Ann.,  t.  111,  p.  460; 
cette  édition,  p.  31),  calculer  les  amplitudes  des  rayons 
réfléchis  et  réfractés  pour  des  milieux  dont  l'indice  diffère 
d'une  quantité  finie,  si  l'on  ne  tient  pas  compte  des  vibra- 
tions longitudinales. 

Pour  se  faire  une  idée  correcte  de  ces  dernières 
ondes,  on  doit  remarquer  que  /'  devient  imaginaire  pour 

note  20.  siir  a  >  yr^-  *  *   et  par  conséquent  au  moins  si  l'angle 
i     / 
dincidence   surpasse  45°  et  vraisemblablement   pour  des 

angles  d'incidence  beaucoup  plus  petits.  Les  ondes  s'éten- 
dent dans  ce  cas  à  la  surface  de  séparation  comme  les 
ondes  à  la  surface  d'un  fluide  et  décroissent  très  vite  en 
même  temps  que  leur  distance  à  cette  surface  devient 
plus  grande.  Ces  ondes  longitudinales  ou,  comme  je  les 
appellerai  plutôt,  ces  ondes  superficielles,  donnent  de 
nouveau  naissance  à  des  vibrations  transversales  de  la 
même  espèce  que  les  vibrations  originelles;  si  l'on  tient 
compte  de  celles-ci  ou  si  l'on  fait  tout  de  suite  l'hypothèse 
d'une  différence  finie  entre  les  deux  milieux,  les  résul- 
tats ne  concordent  plus  avec  l'expérience.  Il  faut  donc 
nécessairement  supposer  que  les  ondes  superficielles  ne 
sont  pas  capables,  pour  une  raison  quelconque,  de 
donner  de  nouveau  naissance  aux  vibrations  transver- 
sales de  l'espèce  primitive. 
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On  a,  comme  on  sait,  toujours  admis  l'existence 
d'une  absorption,  que  Ton  a  cherché  à  définir  avec  plus 
de  précision  par  un  coefficient  d'absorption.  Mais  tout 
calcul  fait  avec  un  tel  coefficient  implique  une  théorie 
des  corps  imparfaitement  élastiques,  et  nous  avons  encore 
bien  du  chemin  à  faire  avant  d'arriver  à  fonder  une 
telle  théorie.  Pour  cette  raison  on  peut  aussi  obtenir 
un  résultat  quelconque  au  moyen  d'un  tel  coefficient, 
le  résultat  ne  dépendant  que  de  la  manière  dont  on  a 
introduit  ce  coefficient  et  des  lois  d'après  lesquelles  on 
a  calculé  les  forces  de  pression. 

Avec  un  tel  point  de  départ  on  ne  peut  faire  avec 
sûreté  aucun  pas  en  avant.  Aussi  me  suis -je  abstenu 
d'aborder  toutes  ces  difficultés;  je  n'ai  supposé  ni 
absorption  ni  défaut  d'élasticité  de  l'éther;  les  vibra- 
tions longitudinales  infiniment  petites  se  forment  en 
réalité  par  le  passage  de  la  lumière  à  travers  les 
couches  successives  ,  mais  j'ai  supposé  qu'il  existe 
une  raison  pour  laquelle  ces  vibrations  longitudinales 
ne  sont  pas  en  état  de  reproduire  les  vibrations 
transversales  de  l'espèce  primitive.  Peut-être  doit -on 
en  chercher  la  cause  dans  ce  fait  que  la  surface  de 
séparation  n'est  pas  absolument  plane  et  que  par 
conséquent  les  ondes  superficielles  sont  réfléchies  plu- 
sieurs fois  et  doivent  perdre  par  là  leur  caractère 
primitif. 

Le  résultat  obtenu  exclut  tout  à  fait  la  possibilité 
que  la  densité  de  l'éther  soit  constante.  Nous  pouvons 
donc  en  conclure  que  le  coefficient  d'élasticité  (nous  ne 
savons  absolument  rien  du  coefficient   de  compressibilité 
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À  proprement  dit)  est  le  même  pour  tous  les  corps 
transparents  et  non  cristallisés  et  pour  l'espace  vide. 
Il  s'ensuit  de  plus  que  les  vibrations  de  l'éther  lumi- 
neux sont  perpendiculaires  au  plan  de  polarisation. 

Copenhague,  le  28  juin  1861. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  critique  du  mémoire  se  trouve  dans 
les  „Fortschritte  der  Physik",  1. 17,  p.  225. 

NOTE  2.  Le  premier  et  le  second  mémoire  de  la 
présente  édition. 

NOTE  3.  Dans  ce  qui  suit,  on  suppose  toujours 
que  les  composantes  £,  ^,  f  sont  des  fonctions  de  la 
même  forme  que  f. 

NOTE  4.  Si  l'on  suppose  que  p  et  /i  soient  des 
constantes,  on  aura 


/        de    \ 


c  et  cx  étant  indépendants  de  x;   y  sera  alors  une  fonc- 
tion périodique  de  x. 

C'est  pour  cette  raison  qu'on  a  adopté  la  notation 


dâ       1  /ho 


dx 


!'- 


qui  sans  cela  serait  inintelligible. 

On  comprend  l'introduction  de  la  transformation 
qui  suit  dans  le  mémoire  en  comparant  les  formules  (5) 
et  (6)  avec  les  formules  (14)  et  (15)  du  mémoire  de 
Lorenz  „Sur  la  théorie  de  la  lumière",  (p.  98  de  la  pré- 
sente édition  ou  Pogg.  Ann.,  1. 118,  p.  121)  et  avec  celles  du 
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mémoire  „Sur  la  réflexion  de  la  lumière  à  la  surface 
de  séparation  de  deux  milieux  transparents  et  isotropes", 
p.  38  (Pogg.Ann,  t.  111,  p.  466). 

NOTE  5.     On  obtiendra  directement 

7    /     7         d  los  -y-         , ,         \ 
dx\dx  dx  dx    / 


mais  en  supposant  que  57  ne  soit  pas  indépendant  de  .r, 
on  rejette  l'équation    -%  =  (). 

NOTE  6.     Il  suit  de  l'équation  (6)  que 


du    =    *  y  ^*' 


^u0 


-ô^~lUdu 


Jr* 


1  « 


et  on  aura  la  formule  du  mémoire  en  introduisant  sous 
le  second  signe  d'intégration  la  valeur  de  U  exprimée  par 
l'intégrale  double  et  en  continuant  de  cette  manière. 

Pour  faire  usage  de  la  série  ainsi  trouvée,  il  est 
pourtant  nécessaire  de  démontrer  sa  convergence,  ce 
qu'on  ne  peut  pas  faire  en  général,  la  fonction  d  étant 
inconnue. 

NOTE  7.  Tous  les  éléments  qui  ne  sont  pas  com- 
pris entre  u  =  ua  et  u  =  «=  s'évanouissant,  d  sera 
très  petit,  puisqu'il  varie  seulement  de  0  à  el2. 

NOTE  8.  On  obtiendra  la  formule  (10)  en  faisant 
d  =  0  dans  l'équation  ((>)  et  en  intégrant. 
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On  obtient  la  formule  (11)  de   la   manière   suivante. 
En  vertu  de  l'équation  (6),  on  aura 


lâV-Au, 


dU         9âV 

~dû-  \Udu' 


;3 

et   en  substituant  la   valeur  de    U  donnée  par  (10),    on 
tombe  sur  la  formule  (11). 

NOTE  9.  ~  étant,  d'après  notre  hypothèse,  con- 
stant en  dehors  des  limites  0  et  e,  on  aura  en  vertu  de 
r équation  (7) 

NOTE  10.  On  obtient  les  formules  (12)  en  mettant 
dans  les  expressions  trouvées  immédiatement  auparavant 

>+cl/~1   à    la    nlapp    Hp 

réelles. 


7^le+c        à  la  place  de     , — y  et   en    prenant    les    parties 


NOTE  11.     D'après  notre  hypothèse,  -q  aura  la  forme 

(voir  note  ?)    ou   du   moins   sera   la   partie   réelle   d'une 
telle  fonction. 

NOTE  12.  On  suppose  que  l'onde  incidente  donnée 
ait  l'amplitude  rjy  et  que  celle-ci  se  divise  en  deux 
ondes,  dont  les  amplitudes  sont 


et 


p .,  I ,  —  a , 


*■  -./.+«.,/, 


«*.*, 


x  PiK-rt*ih 
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dont    la    première    correspond    à    Tonde    réfléchie    et    la 
seconde  à  Tonde  réfractée. 

NOTE  13.     On    obtiendra    ces    résultats    en    faisant 
x  =  0  dans  les  équations  (12)    et  en  remarquant  qu'en 


vertu  des  mêmes  équations,  u  -f-  aura    la    même  valeur 

'   dx 

des  deux  côtés  du  plan  de  séparation. 

Voir  la  remarque  faite  dans  les  „Fortschritte  der 
Physik-,  t.   17.  p.  230. 

NOTE  14.     Voir  le  mémoire  cité  p.  39. 

NOTE  15.  Si  Ton  convient  de  prendre  pour  direc- 
tion positive  d'un  rayon  de  lumière  la  direction  de  sa 
propagation  et  si  les  vibrations  sont  situées  dans  le  plan 
d'incidence,  on  peut  adopter  la  convention  qu'une  vibra- 
tion transversale  est  positive  si  elle  fait  un  angle  de 
{-90°  avec  la  direction  positive  du  rayon,  et  qu'une 
vibration  longitudinale  est  positive  si  le  mouvement  se 
fait  dans  la  direction  positive  du  rayon.  De  plus  nous 
pouvons  faire  l'hypothèse  que  le  rayon  total  est  com- 
posé de  quatre  rayons,  à  savoir:  un  rayon  transmis  a 
vibrations  transversales;  un  rayon  transmis  a  vibrations 
longitudinales;  un  rayon  réfléchi  à  vibrations  transver- 
sales, et  un  rayon  réfléchi  à  vibrations  longitudinales. 
Nous  supposons  de  plus  que  le  plan  d'incidence  est  le 
plan  des  xz,  que  le  plan  des  yz  est  le  plan  réfringent, 
et  que  les  rayons  à  vibrations  transversales  et  à  vibra- 
tions longitudinales  ont  le  même  indice  de  réfraction  et 
le  même  nombre  de  vibrations  par  seconde. 

Soien  a  et  a  les  angles  d'incidence  des  rayons  à  vi- 
brations transversales  et  à  vibrations  longitudinales  et 
soient  r,  ^,  r,  /'  les  amplitudes   des   quatre  rayons:    on 
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aura,  en  désignant  par  $  et  £  les  composantes  du  rayon 

total, 

?  =  — (r  +  O  sin  «  +  (/  —  ;/)  cos  ce', 

C  =  (r—  t)  cos  «  +  (A  +  À')  sin  «'. 

Si  les  ondes  sont  planes  et  si  le  mouvement  s'est 
propagé  dans  un  temps  dt  avec  une  vitesse  oj,  on  aura 
pour  le  rayon  à  vibrations  transversales 

codt  =  cos  a dx ,     codt  =  sin  adz, 

dx  et  dz  étant  les  parties  des  axes  des  x  et  des  s  inter- 
ceptées entre  les  deux  positions  du  plan  de  l'onde.  Mais 
dire  que  le  mouvement  s'est  propagé  d'un  point  à  un 
autre,  c'est  dire  que  l'état  du  mouvement  est  actuelle- 
ment au  second  point  tel  qu'il  était  auparavant  au  pre- 
mier. Or,  d'après  l'hypothèse  faite  dans  le  mémoire 
(voir  note  3),  les  composantes  des  vibrations  sont  de  la 
forme  n.       w/— r 

on  bien  de  la  forme 

où  ô  représente  la  variation  de  phase  que  subit  la  vibra- 
tion quand  x  varie.  La  phase  ne  variant  pas  quand 
l'onde  se  meut  d'une  position  à  une  autre,  on  doit  avoir 

k  dt  ■ — -=-  dx  =  0 ,     kdt  ■ —  n  dz  =  0 


et  par  suite 

7  dâ       .    . 

k  cos  a  =  co  -r- ,     k  sin  a  =  con  . 

De   la    môme    manière    on    aura    pour   le    rayon   à 
vibrations  longitudinales 


k  cos  a  =  co  -t—  ,     k  sin  a  =  con . 

6 
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On  aura  donc 

1 

-««(r+tO  +  «/g(i- 

1 

Ja.^(T-rO  +  »'»(;  +  ^ 

Ces    équations    sont    identiques   aux   équations   (15) 
et  (17),  si  l'on  pose 

w  o)    ,  «;'  ,  a»' 

par  où  l'on  voit  que  les  fonctions  p,  ^,  ^',  ^'  sont  pro- 
portionnelles aux  valeurs  numériques  des  amplitudes  des 
quatre  rayons  (voir  p.  99  ou  Pogg.  Ann.,  t.  118,  p.  121). 
En  supposant  que  <p  et  <p'  aient  les  formes 

rtA  dx   I 

<p  =  te 

ç'  =  C'ef{  (lx   j       , 

où  C,  C,  -r- ,  -v—    sont  des  constantes,  et  que  $  et  $  aient 
les  formes  analogues 


U-nz+^X)v-l 


H> 


b  =  =  GV  'Lr 


i>'  =  Cfi 

on  obtiendrait  les  équations  (16)  et  (18)  en  différentiant 
(15)  et  (17). 

C'est  pour  cette  raison   qu'on  a  introduit  les  quatre 
fonctions  <p,  (p,  <p\  <p\ 

NOTE  16.     On   désigne  par  -j-  l'opération  -^  appli- 
quée aux  différents  termes  de  $. 
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NOTE  17.  Le  raisonnement  de  Lorenz  est  ici  tout 
à  fait  faux,  comme  je  vais  le  montrer.  Car  on  a  par 
exemple  déduit  l'équation 

de  l'équation  (19),  qui  est  elle-même  une  conséquence  des 
équations  (15)  et  (16).  Mais  si  f,  -7-,  -y-  sont  des  fonc- 
tions arbitraires  données,  on  peut  toujours  déterminer 
les  fonctions  auxiliaires  y>,  </>,  w,  <p'  de  telle  manière  que 
les  équations  (15)  et  (16)  soient  identiques. 

Par  conséquent  on  ne  peut  jamais  déduire  les  pro- 
priétés de  $  de  l'équation  (19),  si  Ton  ne  connaît  pas 
les  propriétés  des  fonctions  <p,  ^,  (p\  <p'. 

De  plus  on  voit  facilement  quelle  est  l'erreur  de 
Lorenz.  Il  est  vrai  qu'en  développant  le  facteur  e~~â^~~ *, 
qui  entre  dans  l'équation 

d^ifk)  —  âV^l  d\<pe     "~  k) 

dx  dx  ' 

en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  d  et  en 
intégrant  de  x  =  0  à  x  =  s,  on  peut,  si  d  est  très 
petit,  négliger  tous  les  termes  suivants  par  rapport  au 
premier,  et  qu'on  peut  traiter  d'une  manière  semblable 
les  expressions  analogues.  Mais  il  est  faux  d'en  conclure 
qu'on  puisse  en  conséquence  négliger  les,  facteurs  eâV~ 1 
ou  e~ô^~^,    qui   entrent   dans   les   différents  termes  de 

~  ,  car  il  peut  se  faire  que  les  termes  indépendants 
ci  x 

de  d  se  détruisent  à  peu  près  mutuellement,  de  telle 
façon  que  leur  somme  soit  du  même  ordre  que  la  somme 
des  termes  contenant  par  exemple  la  première  puis- 
sance de  o. 
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On  ne  peut  donc  déduire  par  la  voie  suivie  dans  le 
mémoire  aucune  des  équations  (23),  (24),  (25),  (26),  mais 
celles-ci  doivent  être  regardées  comme  des  hypothèses 
nouvelles. 

NOTE  18.     Voir  note  15. 

NOTE  19.     Voir  note  15  et  les  formules  (15)  et  (17). 

NOTE  20.  C'est  ce  qu'on  reconnaît  en  remarquant 
qu'on  a  (voir  p.  69) 

Vp  -=p(n'+P)  =  (l  +  ^iu^n 
et  par  conséquent 


/'• 


r 


<*  +  *>(!  +  ;.) 


SUR  LA  THÉORIE  DE  LA  LUMIÈRE. 


SUR  LA  THEORIE  DE  LA  LUMIERE. 

POGGL  ANN.  T.  CXVIII,  1863,  P.  111-145. 
PHIL.MAG.  (4)  XXVI,  P.  81-93,  P.  205-219.*  *  NOTE  1. 

Jim  comparant  toutes  les  hypothèses  de  la  théorie 
moderne  de  la  lumière,  c'est-à-dire  toutes  celles  qui  ont 
été  regardées  comme  indispensables  à  l'explication  de  la 
réfraction,  de  la  dispersion  des  couleurs  et  de  la  polari- 
sation circulaire,  on  aura  quelque  doute  à  l'égard  d'un 
instrument  si  compliqué,  dont  la  solidité  doit  diminuer 
beaucoup  avec  le  nombre  croissant  des  hypothèses,  même 
quand  on  est  convaincu  de  la  probabilité  de  chacune 
d'elles  en  particulier. 

C'est  pour  cette  raison  que  j'ai  cherché  à  développer 
la  théorie  de  la  lumière  en  faisant  le  moins  de  supposi- 
tions possible  tant  sur  la  nature  de  la  lumière  que  sur 
le  milieu  où  elle  se  propage  et  sur  les  corps  qu'elle 
vient  frapper.  Des  recherches  que  j'ai  faites  jusqu'ici 
il  ressortira  qu'une  partie  essentielle  des  hypothèses 
physiques  ordinaires  n'est  pas  nécessaire  pour  l'explica- 
tion des  phénomènes  lumineux:  on  peut  en  effet  con- 
stituer une  théorie  complète  par  une  méthode  différente 
de  celle  qu'on  a  suivie  communément  dans  les  recher- 
ches théoriques,  et  en  particulier  en  donnant  un  déve- 
loppement plus  étendu  à  la  partie  formelle  de  la  théorie. 
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1. 

Equation  différentielle  du  mouvement  de  la   lumière  dans 
les  milieux  hétérogènes  et  non  absorbants. 

Si  l'on  connaît  les  lois  du  mouvement  de  la  lumière 
dans  les  milieux  homogènes  et  isotropes  et  les  lois  du 
passage  de  la  lumière  d'un  tel  milieu  à  un  autre  de 
même  nature,  il  sera  évidemment  possible  d'étendre  le 
calcul  de  manière  à  obtenir  les  lois  du  mouvement  dans 
les  milieux  hétérogènes,  mouvement  qui  résulte  des  rayons 
transmis  et  réfléchis  une  infinité  de  fois.  J'ai  conduit 
le  calcul  jusqu'au  bout  dans  le  cas  simple  d'un  milieu 
composé  de  couches  parallèles  très  minces,  et  j'ai  trouvé 
qu'un  tel  milieu  disperse  la  lumière  et  est  doublement 
réfringent  à  la  manière  d'un  cristal  uniaxe  dont  l'axe 
optique  serait  perpendiculaire  aux  couches.  Mais,  quoiqu'il 
soit  possible  d'étendre  davantage  la  solution  du  pro- 
blème sans  faire  de  nouvelles  hypothèses,  cependant  la 
méthode  est  en  elle-même  tellement  imparfaite,  que  j'ai 
rencontré  des  difficultés  insurmontables  quand  j'ai  essayé 
de  composer  un  milieu  de  deux  systèmes  de  couches 
parallèles  entrecroisées.  On  est  donc  dans  ce  cas  obligé 
de  recourir  aux  méthodes  plus  parfaites  de  l'analyse 
mathématique  en  exprimant  les  lois  du  mouvement  dans 
les  milieux  hétérogènes  par  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  et  en  calculant  ensuite  la  marche  des  rayons 
par  intégration  de  ces  équations. 

Pour  cette  raison  il  est  indispensable  de  bien  pré- 
ciser les  hypothèses  et  avant  tout  de  remplacer  la  notion 
du  plan  de  polarisation  par  celle  du  plan  de  vibration. 
Il  faut  déterminer  le  mouvement,  en  grandeur  et  direc- 
tion,  par  l'amplitude  et  par  la   direction  des  vibrations; 
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mais  en  empruntant  ces  notions  à  l'idée  ordinaire  des 
vibrations  des  corps  élastiques,  nous  ne  ferons  pas  une 
hypothèse  complètement  déterminée,  puisqu'il  est  néces- 
saire qu'on  puisse  aussi  interpréter  les  vibrations  comme 
des  rotations.  Dans  ce  cas  la  direction  des  vibrations 
serait  l'axe  de  rotation,  et  l'amplitude  des  vibrations  la 
distance  angulaire  des  éléments  en  rotation  à  leur  position 
d'équilibre. 

Il  me  faut  insister  ici  sur  cette  double  interprétation, 
parce  que  les  calculs  qui  suivent  ne  nous  obligeront  pas 
à  préciser  davantage  cette  première  hypothèse  physique; 
et,  comme  le  mémoire  ne  me  donnerait  pas  une  autre 
occasion  de  revenir  sur  la  partie  physique  de  la  théorie, 
qu'il  me  soit  permis  de  faire  observer  ici  que  l'hypothèse 
des  vibrations,  loin  d'être  une  pure  fiction  mathéma- 
tique, apparaîtra  à  la  fin  des  présentes  recherches  comme 
le  fondement  le  plus  juste  peut-être  qu'on  puisse  donner 
à  la  théorie  physique. 

Nous  ferons  donc  les  hypothèses  suivantes,  y  com- 
pris l'indétermination  dont  je  viens  de  parler: 

1)  L'amplitude  et  la  direction  des  vibrations  donne- 
ront suivant  les  axes  de  coordonnées  rectangulaires  trois 
composantes  $,  y,  Ç  qui  servent  à  la  détermination  du 
mouvement  du  point  considéré. 

On  suppose  la  loi  des  vibrations  exprimée  par  les 
équations  suivantes  aux  dérivées  partielles,  qui  sont  va- 
lables pour  les  milieux  isotropes  et  homogènes: 

iv       i  ^     a*        i  *V      ?r       1  K     m 
Jç  =  ^w  Ari  =  ^Tr  A!:  =  û>Tr    (1) 

J2  désignant  l'opération 
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oj  une  constante  et  t  le  temps. 

Dans  un  tel  milieu,  supposé  illimité,  l'amplitude  des 
vibrations  peut,  comme  on  sait,  être  exprimée  par  des 
termes  de  la  forme 

a  cos  (kt  —  Ix —  mtj  —  nz^d) 
ou 

La  lumière  est  donc  composée  de  vibrations  pério- 
diques qui  se  propagent  avec  la  vitesse  constante 
w  =  —        '        =  dans    la    direction    de   la  normale  au 

plan 

Ix  -\-  my  +  nz  =  0. 

La  direction  de  cette  normale  sera  donc  celle  du 
rayon  de  lumière. 

2)  Dans  un  milieu  homogène  et  isotrope  les  vibra- 
tions sont  perpendiculaires  au  rayon  de  lumière,  ou  plus 
généralement  (c'est-à-dire  dans  le  cas  d'un  milieu  limité) 
les  trois  composantes  sont  liées  par  l'équation  différen- 
tielle 

ôx   !    dy   '   dz 

3)  Le  plan  qui  passe  par  la  direction  des  vibrations 
et  le  rayon  lumineux  est  perpendiculaire  au  plan  de 
polarisation  du  rayon.  Cette  hypothèse  ne  peut  guère 
avoir  d'influence  sur  les  résultats  relativement  à  la  pro- 
pagation de  la  lumière  dans  les  milieux  hétérogènes,  en 
tant  que  ces  résultats  sont  accessibles  à  nos  observations, 
attendu  qu'ils  peuvent  être  déduits  sans  aucune  hypothèse 
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sur  la  direction  des  vibrations  par  rapport  au  plan  de 
polarisation.  Mais  en  tout  cas  je  regarde  cette  hypothèse 
comme  démontrée  par  mes  expériences  (Pogg.Ann.,  t.  111, 
p.  315;  cette  édition,  p.  3)  sur  la  diffraction  de  la  lumière, 
car  on  n'a  besoin  que  des  équations  (1)  et  (2)  pour 
justifier  les  suppositions  faites  à  l'endroit  cité,  comme 
je  le  démontrerai  dans  ce  qui  suit. 

Ces  trois  hypothèses,  combinées  avec  les  formules  de 
Fresnel  relatives  à  la  réfraction  et  à  la  réflexion  de  la 
lumière  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux  iso- 
tropes et  homogènes,  serviront  de  fondement  à  la  théorie 
qui  va  suivre.  On  ne  peut  plus  en  effet  douter  que  les 
formules  ne  soient  complètement  d'accord  avec  les  ex- 
périences, et  que  les  petits  écarts  mis  en  évidence  par 
Jamin  ne  puissent  être  naturellement  expliqués  par  l'hypo- 
thèse d'une  couche  continue  établissant  la  transition  d'un 
corps  à  un  autre  (voir  Pogg.  Ann.,  t.  111,  p.  460,  et  t.  114, 
p.  244;  cette  édition,  p.  31  et  p.  68). 

En  réalité  les  petits  écarts  donnent  une  confirmation 
ultérieure  de  l'exactitude  des  formules  dans  le  cas  où 
l'indice  de  réfraction  change  brusquement  et  dans  celui 
où  il  varie  infiniment  peu,  et  c'est  le  dernier  cas  qui 
servira  ici  de  base  à  nos  calculs.  D'autre  part  on  doit 
observer,  en  se  servant  des  formules  comme  base  théorique, 
qu'elles  doivent  être  regardées  comme  déduites  seule- 
ment des  expériences,  et  que  pour  cette  raison  toute 
autre  formule  qui  présentera  la  même  concordance  avec 
les  expériences  doit  avoir  la  même  validité. 

Si  l'on  cherche  à  donner  aux  formules  la  forme  la 
plus  étendue,  il  est  évident  que  dans  l'expression  des 
formules  relatives  à  l'amplitude  du  rayon  réfracté  on 
peut  introduire   en  facteur  une   puissance   arbitraire   de 
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l'indice  de  réfraction  ;  car  à  l'intérieur  du  corps  réfringent 
ni  l'intensité  ni  la  direction  de  polarisation  ne  peuvent 
être  déterminées  par  l'expérience,  et  en  dehors  du  corps 
le  facteur  s'évanouira  de  nouveau.  Lors  même  qu'on 
pourrait  mesurer  l'intensité  à  l'intérieur  du  corps  réfrin- 
gent, le  facteur  en  question  serait  encore  indéterminé; 
car,  bien  qu'on  puisse  regarder  comme  démontré  par 
l'expérience  que  l'intensité  de  la  lumière  dans  le  même 
corps  est  proportionnelle  au  carré  de  l'amplitude  des  vibra- 
tions, la  puissance  de  l'indice  de  réfraction  qui  entre  ici 
comme  facteur  est  encore  inconnue  dans  ce  cas.  Toute- 
fois nous  devrons  supposer  que  ce  facteur  est  le  même 
pour  les  vibrations  contenues  dans  le  plan  d'incidence 
et  pour  celles  qui  se  trouvent  dans  le  plan  perpendi- 
culaire h  celui-ci,  car  cette  supposition  est  nécessaire 
pour  conserver  l'homogénéité  dans  les  résultats  suivants. 
Dans  cette  hypothèse  le  facteur  n'aura  aucune  influence 
sur  la  rotation  du  plan  de  polarisation  à  l'intérieur  du 
corps  réfringent,  et  pour  cette  raison  la  détermination  de 
ce  facteur  ne  pourrait  pas  découler  des  expériences  qui 
seraient  faites  en  vue  de  déterminer  cette  rotation. 

De  plus  le  signe  de  l'amplitude  du  rayon  réfléchi 
est  en  partie  indéterminé.  En  désignant  par  a  l'angle 
d'incidence  et  par  fi  l'angle  de  réfraction,  on  aura,  en 
vertu  des  formules  de  Fresnel  étendues  de  la  manière 
que  j'ai  dite,  les  expressions  suivantes  pour  les  rapports 
des  amplitudes  de  la  lumière  incidente,  réfractée  et 
réfléchie 

2  cos  a  sin  fi  /sin  aV    ,  tg  (a  —  fi) 


9' 


sin  (a  + fi)  cos  (a— fi)  \smfij'  —  tg  (a  +  fi) 
si  les  vibrations  se  trouvent  dans  le  plan  d'incidence,  et 
2  cos  a  sin  fi  /sin  afm  _-sin  (a — fi) 


/sin  a\ 
[sWfi) 


sin(«  +  /9)  \smfij'    '   sin(«  +  /9) 
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si  les  vibrations  sont  perpendiculaires  au  plan  d'inci- 
dence. 

Ici  p  est  l'exposant  indéterminé  dont  nous  avons 
parlé  et  auquel  Fresnel  attribue  la  valeur  zéro;  l'autre 
indétermination  est  indiquée  par  le  double  signe,  mais 
on  doit  observer  que  les  signes  sont  contraires  dans  les 
deux  cas;  car  nous  pouvons,  comme  on  voit,  choisir  à 
volonté  la  direction  positive  des  vibrations  qui  se  trouvent 
dans  le  plan  d'incidence  et  la  déterminer  de  telle  manière 
qu'elle  soit  située  à  la  gauche  de  l'observateur,  si  le  plan 
d'incidence  est  pris  horizontal  ei  si  l'observateur  fait 
face  au  rayon  de  lumière1,  soit  incidenl  oit  réfléchi. 
Mais  c*est  un  fait  que,  si  la  lumière  est  réfléchi*  par 
exemple  sous  un  angle  à  peu  près  égal  à  90°,  l'azi- 
mut du  plan  d'incidence  ne  change  pas  de  signe,  les 
signes  étant  calculés  de  Ja  manière  indiquée.  Par  consé- 
quent)^ 7^cls!-("\  &  seront  dans  ce  cas  (a  +S  >  90°) 
tg  («+/?)     sm(«     fi)  v     H 

en  même  temps  négatifs  ou  positifs,  ce  qu'on  ne  peut 
obtenir  qu'en  supposant  que  ces  deux  expressions  ont 
des  signes  contraires. 

Mais  nous  ne  nous  servirons  des  formules  citées  que 
dans  le  cas  où  l'angle  d'incidence  est  infiniment  peu 
différent  de  l'angle  de  réfraction.  Si  Ton  pose  /?  =  a  +  da, 
on  aura  pour  les  rapports  des  amplitudes  des  vibrations 
situées  clans  le  plan  d'incidence 

et  pour  les  vibrations  perpendiculaires  au  plan  d'incidence 

l:l  +  (l^JL)da:TJ*    .  (4) 

Vsm2«      tgec/  '  sin2«  v  ; 
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Nous  supposerons  d'abord  que  le  corps  hétéro- 
gène soit  stratifié  en  couches  d'une  direction  donnée 
et  de  telle  sorte  que  chaque  couche  soit  perpendiculaire 
à  l'axe  des  r,  homogène  et  d'une  épaisseur  infiniment 
petite,  et  qu'elle  diffère  infiniment  peu  de  la  couche  sui- 
vante. A  l'intérieur  d'une  telle  couche  le  rayon  se  pro- 
page comme  dans  un  corps  homogène,  mais  à  la  surface 
de  séparation  il  sera  réfléchi  en  partie.  Les  vibrations 
seront  perpendiculaires  aux  directions  des  rayons,  tant 
pour  le  rayon  incident  que  pour  le  rayon  réfléchi.  Nous 
avons  ici  en  vue  les  rayons  élémentaires  ou  le  mouve- 
ment virtuel  des  rayons.  En  ce  qui  concerne  le  mouve- 
ment résultant  ou  actuel,  il  peut  se  faire  que  la  direction 
de  vibration  soit  toute  différente,  les  divers  rayons  réfléchis 
par  les  couches  successives  se  détruisant  par  exemple, 
tout  en  ayant  une  influence  sur  la  direction  des  vibra- 
tions du  rayon  transmis. 

Si  nous  prenons  le  plan  d'incidence  pour  plan  des 
coordonnées  oez,  l'amplitude  du  rayon  à  son  entrée  dans 
le  corps,  c'est-à-dire  pour  *  =  0,  peut  être  exprimée  par 
des  termes  de  la  forme 

Ae{kt-nzh-v  =  P.  (5) 

En  continuant  sa  marche  à  travers  le  corps,  le  rayon 
sera  continuellement  réfléchi  en  partie,  tandis  que  la  valeur 
de  A  varie,  ainsi  que  l'exposant  de  la  partie  transmise. 

L'amplitude  aura  alors  la  forme 

pFe-dv-"  (G) 

dans  une  couche  correspondant  à  l'angle  d'incidence  a, 
couche  que  nous  désignerons  par  («) ,  p  et  d  (la  perte 
de  phase)  étant  des  fonctions  de  oc. 
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Dans  la  couche  suivante  a  et  p  seront  remplacés 
par  a-^da  et  p-\-dp,  et  on  aura  en  vertu  de  (3)  et  (4), 
la  direction  de  vibration  étant  quelconque, 

dp  -  p{^ra-ia)da- 

De  cette  équation  résulte  par  intégration 

y§i/««/  (7) 

r         v    tga  \sm  a/ 

a  étant  l'angle  d'incidence  pour  ^  =  1 ,  c'est-à-dire  à 
l'entrée  du  rayon  dans  le  corps. 

Pour    le    rayon    réfléchi    par    la  couche    suivante 

(a-\-dal),   p  aura   la  valeur  -Fj»7— ^— ,  si    les   vibrations 

"  ~*  '  6^0C 

sont    situées    dans   le   plan   d'incidence    et   -4-  o    .    ^     si 

—  '   sm2a 

elles  sont  perpendiculaires  à  ce  plan.  Ces  valeurs  seront 
toutes  deux  désignées  par  pdu,  en  posant  dans  le  pre- 
mier cas 


ilogsin2«  ...  (8) 


et  dans  le  second 

w  =  ±ilogtg2a.  (9) 

Nous  désignerons  des  fonctions  analogues  à  p,  â,  u 
correspondantes  aux  couches  («J,  («2)  . . .  par  les  mêmes 
lettres  affectées  des  indices  1,  2  . . . ,  et  les  mêmes  fonc- 
tions correspondantes  aux  couches  (a)  et  (b),  (b)  étant 
la  dernière  couche  du  corps,  par  pa,  da,  ua  et  pb,  db,  ub. 

L'amplitude  du  rayon  réfléchi  par  la  couche  («2) 
sera  donc 


P 


Pe~u*  "-'du 


V-l 


Le  rayon  passant  de  cette  couche,    pour  laquelle  la 
perte   de  phase   est   d2,  à   une   couche   suivante  (aj,    la 
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*  note  2.   phase  sera  en  retard  de  la  quantiti    ;      ;        L'amplitude 
sera  donc  ici 

Le  rayon  sera  de  nouveau  réfléchi  partîellemeni  par 
Je  plan  de  séparation  de  la  couche  suivante  (,v  tf«V  et 
la  partie  réfléchie  aura  l'amplitude 

Le  rayon  parviendra  enfin  à  la  couche  (a),  la  phase 
étant  de  nouveau  en  retard  de  à     à,     el    il    aura    l'am 
plitude 

La  somme  des  amplitudes  de  tous  les  rayons  réfli 
chis  deux  fois  par  l'ensemble  des  couches  sera  donc 
primée  par  l'intégrale  double  de  cette  expression,  u2  variant 
de  ux  à  ub,  et  ensuite  ux  variant  di   ua  à  u.    Cette  somme 
sera  par  suite 


-pPe-âv-\du\du2e2{â> 


(10) 


âv 


pPe  c     "'  étant,   en  vertu   de  (6),   l'amplitude  du   rayon 
non  réfléchi. 
Soit 

pPe-âv~lU  (11) 

l'amplitude  du  rayon  composé  des  rayons  réfléchis  0,  2,  4 . . . 
fois;   U  sera  déterminé  par  l'équation 

U  =  1  -\du\du2e2'âl-fJ>)V~lU,  (12) 


=  1  -\du\du2e2[âl-â 
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U2  étant  une  fonction  formée  avec  u2  comme  U  l'est 
avec  u.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  Z72,  U  sera 
exprimée  par  une  série  infinie.  La  validité  de  l'expres- 
sion (11)  devient  évidente  par  ce  développement  en  série, 
dont  les  termes  successifs  désignent  les  amplitudes  des 
rayons  réfléchis  0,  2,  4  . . .  fois;  elle  l'est  également  par 
la  raison  que  nous  pouvons  supposer  que  ce  rayon  com- 
posé a  été  de  nouveau  réfléchi  deux  fois  par  toutes  les 
couches  sans  que  l'expression  obtenue  soit  changée  par 
cette  opération. 

D'ailleurs,    l'amplitude    du    rayon    composé    réfléchi 
1,  3,  5  ...  fois  est  exprimée  par 


Pe-M-^.  (13) 


du 

Cette  expression   est,   comme  on  voit,   en  vertu  de 
(12),  égale  à 

pPXduJ         "         U2, 


Ç>ub 


et  cette  intégrale  représente  l'amplitude  du  rayon  com- 
posé réfléchi  une  fois  par  la  couche  (a). 

Les  deux  rayons  composés,  le  rayon  réfléchi  et  le 
rayon  réfracté,  produisent  en  se  superposant  le  mouve- 
ment actuel  de  la  lumière  dans  le  corps.  Si  les  vibra- 
tions sont  perpendiculaires  au  plan  d'incidence,  leur 
direction  est  la  même  dans  les  deux  rayons  et  l'amplitude 
actuelle  sera  alors  la  somme  des  deux  expressions  (11) 
et  (13).  Si  au  contraire  les  vibrations  sont  situées  dans 
le  plan  d'incidence,  elles  feront  dans  les  deux  rayons  des 
angles  différents  avec  les  axes.  Elles  sont,  comme  nous 
l'avons  dit,  perpendiculaires  au  rayon,  et  si  l'on  compte 

7 
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la  direction  positive  à  la  gauche  d'un  observateur  qui 
fait  face  au  rayon,  les  vibrations  du  rayon  incident  feront 
dans  la  couche  (a)  l'angle  90°  —  «  avec  l'axe  des  x  et 
180°  —  a  avec  l'axe  des  z,  tandis  que  celles  du  rayon 
réfléchi  feront  l'angle  90°  —  a  avec  l'axe  des  x  et  l'angle 
note  3.   a  avec  l'axe  des  z* 

Si  l'on  désigne  les  composantes   de   l'amplitude   ac- 
tuelle suivant  les  deux  axes  par  £  et  Ç,  on  aura 


^sma-pPe-M-^U-^y  (14) 

C-    -cosa.pPe-M~l(u+^).  (15) 


La  fonction   U  est  déterminée  par  l'expression  (12) 
ou  par  l'équation  différentielle 


du2       ^           du  du 

(16) 

déduite  de  cette  expression. 

Si  l'on  pose 

«-'V=Î(^-£H  «-<^+S- 

•,    (17) 

on  obtiendra,  en  écrivant  simplement  dâ  au  lieu  de  -y-  du, 

dd  dâ 

et  par  conséquent 

d  (  -2ud(eus) 


(18) 
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De  plus  nous  remplacerons  dans  les  équations  (14) 
et  (15)  sin  a  et  cos  a  par  des  expressions  nouvelles.  11 
faut  rappeler  que,  d'après  (5)  et  (6),  l'amplitude  du 
rayon  simple  transmis  par  la  couche  (a)  était  exprimée 
par  des  termes  de  la  forme 

A      (M—â—nz)V—ï 

Ape 

Dans  l'élément  de  temps  dt  le  mouvement  s'est  propagé 
à  la  petite  distance  cos  adx  ou  sin  ads  avec  une  vitesse 
eu,  et  par  conséquent  cette  distance  est  déterminée  par 


(O 


dt  —  cos  adx     ou     iodt  =  sin  adz. 


Mais,  le  temps  et  les  coordonnées  variant  en  même 
temps,    la   phase  kt —  o —  nz  reste  invariable.     On  aura 

donc 

dà 

0  =  k  dt =-  dx    et    0  =  k  dt  —  n  dz , 

dx 

et  cette  équation  combinée  avec  la  précédente  donnera 

kcosa  =  co  j-     et     ks'ma  =  cou.  (19) 

Si   nous   introduisons  les   expressions  (5)    et   (7)   de 
P  et  p,  et  si  nous  posons 

are  =  f ,  cok  =  c,  m 

nous  obtiendrons 

^^-MIV^  (21) 

1/- 

V  dx 
ï=-Ai(uyfje«a-n*)V~l,  (22) 


^  désignant  un  facteur  constant. 
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De  plus  nous  aurons  en  vertu  de  (8) 
u  =  ï1  i  log  sin  2  «  =  const.  =p  ±  log 


,.dâ 
dx 


expression  dans  laquelle  on  peut  négliger  la  constante. 
Dans  le  premier  des  deux  cas  indiqués  par  le  double 
signe,  on  aura  donc 


u  =  —  J  log  |  , 


dx)  ' 


(23) 


Si  nous  introduisons  cette  valeur  de  u  dans  les  ex- 
pressions de  s  et  s',  on  aura  en  vertu  des  équations 
(21)  et  (22),  en  prenant  x  pour  variable  indépendante, 


(dâÙ       0 


C=  o. 


(24) 
(25) 


Si  dans  la  dernière  équation  nous  posons 


celle-ci  sera  remplacée  par  les  suivantes 
d<p 


V£) 


dx 


<ozl~\<p  =  0. 


f/W 


(26) 

(27) 


101 


En  vertu  des  équations  (19),  ou  aura 
dd\2       k2 


\dx) 


et    en  remarquant    que  t   et  z  n'entrent  pas    dans  les 

fonctions   £,  f  et  <p  en  dehors  du  facteur  efkt-nz^-i^  on 

reconnaît  que  les  facteurs  k2 ,  n,  n2  multipliés   par  ces 
fonctions  peuvent  être  remplacés  par  les  symboles 

m2'   v~  1ôz1     ~ dz1' 

On  obtiendra  donc,  au  moyen  de  l'équation  (27), 


2ey  __  d\p 

dx       ^l0  Fz2  ~  ôf 


(28) 


L'équation  (24)  peut  être  déduite  de  la  même  équa- 
tion (27)  en  posant 

w2(p  =  a$;*  *  note  4. 

mais  la  constante  a  ne  peut  pas  avoir  une  valeur  arbi- 
traire, ce  qu'on  voit  en  introduisant  cette  valeur  de  <p 
dans  (26). 

IOn  aura  alors 


dx 


f  Af-0. 


Mais  cette  équation  doit  encore  être  admissible  si 
w  est  indépendant  de  x,  et  on  aura  dans  ce  cas,  en 
vertu  de  l'hypothèse  (2), 

|+|=0     ou  bien     |_Ml/^ÎC=0. 
d'où  il  suit  que  a  = . 
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L'équation  deviendra  alors 

En  différentiant  l'équation  (28)  par   rapport   à  z  et 

par  rapport  à  x  et  en  posant  ^  =  — »  £  et  -£-  = =  f  f 

on  aura 

(30) 

(31) 

On  peut  faire  le  calcul  de  la  même  manière,  si  l'on 
prend  le  signe  inférieur  dans  l'expression  de  u,  ou  si 
l'on  pose 


d2Ç 

d2ç 

1   d2ç 

dz2 

ôxôz 

w2dt2' 

dx2~ 

ô.v  dz 

i  ex 

co2  df 

M^> 


mais  dans  cette  supposition  les  résultats  ne  seront  pas 
aussi  simples  que  précédemment.     La  raison  en  est  que 

-r~  =  y  —  —  rf  entrera  comme  facteur  dans  les  expres- 
sions de  £etf,  et  celles-ci  ne  peuvent  pas  être  déterminées 
par  des  équations  différentielles  du  second  ordre.  Pour 
que  cela  soit  possible  il  est  nécessaire  de  prendre  le 
signe  supérieur  dans  les  formules  de  Fresnel,  données 
sous  la  forme  indiquée  ci-dessus;  et  nous  ne  poursui- 
vrons pas  plus  loiu  les  conséquences  de  la  supposition 
contraire. 

Si  les  vibrations  de  la  lumière  sont  perpendiculaires 
au  plan  d'incidence,  on  aura  en  vertu  de  l'équation  (9), 
pourvu  qu'on  prenne  seulement  le  signe  supérieur, 

u  =  Jlogtga  =  const.  —  -J -  log  ~. 
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L'amplitude  actuelle  y  est  la  somme   des   deux  ex- 
pressions (11)  et  (13)  ou 


rj  =  p 

Si  l'on  pose 
on  obtiendra 


*r"-Hv-%) 


Wp7j    =    Yj 


=  A. 


ks 


V 


dx 


(kt—nz)  V—l 


(32) 
(33) 


Al    désignant    comme    auparavant    un    facteur  constant. 
La  première  équation  (18)  donnera 


d2r]   ,    /dd'2 


dx2 


+  s)' 


0 


ou 


dx2 


0  7]  1    O  7] 


(34) 


Des  équations  obtenues  pour  la  détermination  de 
f,  y,  C  on  peut  déduire  les  équations  générales  dans  le 
cas  où  les  composantes  dépendent  aussi  de  y.  Il  faudra 
nécessairement  qu'elles  aient  la  forme  suivante 


^  __  de      ire 


A. 

J2C 


ou 


et 


J 


66 

1 

d27) 

'%" 

=  «7 

ôf 

<9# 

1 

ôX 

"te  ~ 

<u2 

ôf' 

<"2 

0 

dy2 

r\2 

+i 

{A) 


9  «.*!  +  &  4- ?£. 


cta       <9?/    '    & 
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Nous  retomberons  de  nouveau  sur  les  équations  (30), 
(31)  et  (34)  si  les  composantes  ne  dépendent  pas  de  y. 

De  la  forme  symétrique  des  équations  (A),  qui  ne 
changent  pas  par  une  rotation  des  axes  coordonnés,  nous 
pouvons  conclure  en  outre  qu'elles  seront  encore  admis- 
sibles, si  w  regardé  jusqu'ici  comme  fonction  de  x  seule- 
ment est  une  fonction  arbitraire  de  #,  y,  z.  Ces  équa- 
tions expriment  donc  les  lois  générales  du  mouvement 
de  la  lumière  dans  un  milieu  hétérogène  quelconque, 
qui  toutefois  n'absorbe  pas  la  lumière. 

Les  principes  dont  on  doit  se  servir  pour  le  calcul 
de  la  diffraction,  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  de 
la  lumière,  ou  les  conditions  qui  doivent  être  remplies 
dans  le  passage  de  la  lumière  d'un  corps  à  un  autre 
peuvent  aisément  être  déduites  de  ces  équations  géné- 
rales. Supposons  que  le  plan  des  coordonnées  yz  soit 
le  plan  de  séparation,  pour  lequel  on  veut  chercher  les 
conditions  de  passage.  On  multipliera  alors  les  équa- 
tions par  dx  et  par  dxdx  et  on  les  intégrera  une  fois  et 
deux  fois  de  ,ï  =  0  à  ^  =  s,  e  ayant  une  valeur  in- 
finiment petite.  Toutes  les  intégrales  dont  les  éléments 
ne  sont  pas  infinis  s'évanouiront,  et  les  éléments  ne 
deviendront  infinis  qu'à  condition  qu'ils  contiennent  les 
dérivées  par  rapport  à  x.  On  peut  donc  de  la  seconde 
équation  différentielle  (A)  déduire 


dx       ôy 


-  0     et     [^=  0.  (35) 

x  =  0 


Pareillement  de  la  troisième   équation  (A)  on  peut 
déduire 

se   m 


dx      ôz 


=  0     et     [C]  =  0.  (36) 
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En  général  la  première  équation  donnerait  aussi 
deux  équations  de  condition,  et  on  obtiendrait  en  tout 
six  équations  de  condition;  mais  ici  de  la  première 
équation  on  ne  peut  déduire  que  la  relation 


(ce  qu'on  pourrait  aussi  conclure  des  équations  trouvées 
auparavant)  et  l'identité  0  =  0. 

Mais  les  quatre  équations  de  condition  (35)  et  (36) 
déjà  obtenues  suffisent  précisément  au  calcul.  La  théo- 
rie de  l'élasticité  donne  au  contraire  six  conditions  pour 
la  surface  de  séparation,  et  nous  sommes  par  conséquent 
forcés  de  supposer  qu'il  se  produit  des  vibrations  longi- 
tudinales à  chaque  réfraction. 

J'ai  déjà  indiqué  que  les  hypothèses  dont  je  me  suis 
servi  comme  base  pour  le  calcul  de  la  diffraction  de  la 
lumière  (Pogg.  Ann.,  t.  111;  premier  mémoire  de  cette 
édition)  peuvent  être  déduites  des  hypothèses  (1)  et  (2). 
Cela  peut  se  faire  par  la  méthode  employée  ici  en  multi- 
pliant les  équations  (1)  par  clœ  et  par  dxdx  et  en  inté- 
grant une  fois  et  deux  fois  de  x  =  0  à  x  =  e.  Les 
six  équations  obtenues  de  cette  manière  expriment  que 
les  composantes  des  vibrations  et  leurs  dérivées  par  rap- 
port à  x  sont  égales  des  deux  côtés  du  plan  x  =  0. 

2. 
Intégration  des  équations  différentielles:  Double  réfraction, 

dispersion.*  *  note  5. 

Dans  les  équations  (^4)  qui  expriment  les  lois  du 
mouvement  de  la  lumière  dans  les  corps  hétérogènes  et 
qui  n'exigent  pas  qu'on  se  forme  une  idée  précise  de  la 
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nature  des  vibrations,  ne  se  trouve  qu'une  seule  fonction 
cd  qui  dépend  immédiatement  de  l'hétérogénéité  des  corps 
et  qui  pour  cette  raison  peut  être  une  fonction  arbitraire 
de  x,  y,  z.  Une  telle  fonction  peut,  comme  on  sait,  en 
vertu  du  théorème  de  Fourier  être  développée  en  série 
et  représentée  par  la  formule 

1  1 

où 

pP  =   — —         — ,    ap-\-bp-\-cp  =  1. 

u-p 

Les  coefficients  J2,  ep,  ...  sont  des  constantes  et  2' 
désigne  la  somme  qu'on  aura  en  attribuant  toutes  les 
valeurs  entières  à  l'indice  p. 

On  obtiendra  de  cette  manière  l'expression  la  plus 
1 
générale  de  la  fonction  — .;    mais   si  l'on  conservait   une 

CD 

telle  généralité ,  qui  embrasse  un  conglomérat  quel- 
conque de  corps  transparents,  l'intégrale  ne  représenterait 
qu'un  mélange  confus  de  mouvements  de  la  lumière. 
C'est  pourquoi  nous  ferons  une  restriction  essentielle,  qui 
pourtant  ne  modifie  pas  la  forme  de  l'équation  (1):  nous 
supposerons  que  les  quantités  ap  aient  des  valeurs  très 
petites.  Dans  cette  hypothèse  la  formule  présentera  une 
périodicité  et  une  régularité  telles  que  le  même  mouve- 
ment se  répétera  très  vite  en  différents  points  du  corps. 

On  aura  une  première  approximation  en  supposant 
que  les  quantités  ap  aient  une  valeur  presque  infiniment 
petite;  ce  cas  ne  sera  pas  identique  à  celui  d'une  homo- 
généité complète,  mais  nous  serons  conduits  par  cette 
supposition,  comme  nous  le  verrons,  à  la  double  ré- 
fraction. 
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Les  composantes  £,  y,  C  peuvent  être  exprimées  par 
une  série  de  la  forme  suivante: 

+  22H±pP±pQ)C(±pP±pq) . . .;  (2) 

^,  f(4;^)  . . .  désignent  ici  les  coefficients  constants 
des  quantités  variables  C,  C^p?)  . ..,  et  l'on  a  posé 
pour  abréger 

cos  (ht  —  lœ  —  my — nz)  =  C, 
cos  (Jet  —  Ix — my —  nz-\-pp)  =  C(-\-pp). 

Le  double  signe  désigne  la  somme  des  deux  expres- 
sions sur  lesquelles  il  porte;  2,  22...  représentent  la 
somme,  la  somme  double,  etc.,  pour  tous  les  indices  p,  q, . .  . 
qui  peuvent  avoir  les  mêmes  valeurs  que  l'on  a  attribuées 
à  l'indice  p  dans  l'équation  (1). 

Dans  la  somme  double  et  dans  les  termes  suivants 
on  doit  pourtant  négliger  tous  les  termes  qui  sont  déjà 
compris  parmi  les  termes  antérieurs  ;  ainsi  pour  q  =  p 
on  doit  omettre  le  terme  $(pp — oq)C(pp — pq). 

Il  va  de  soi  qu'on  peut  supposer  que  deux  quan- 
tités pp  et  pq,  correspondant  à  des  indices  p  et  q  iné- 
gaux, diffèrent  de  telle  manière  que  leur  somme  ou  leur 
différence  n'est  pas  constante.  Au  contraire  il  peut  se 
faire  que  3,  4  ...  des  quantités  pp  donnent  par  addition 
ou  soustraction  des  valeurs  constantes.  Ce  dernier  cas 
ne  sera  pourtant   considéré  que  dans  la  partie  suivante. 

En  permutant  dans  l'équation  (2)  la  lettre  $  avec 
y  ou  Ci  on  aura  deux  développements  analogues  pour 
7)  et  Ç 

En  multipliant  les  équations  (1)  et  (2),   on  trouvera 
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<j2 


£  = 


^o  +  ^^-H±Pp) 


Zp~E 


H±Pp)  +  -9  £0  +  ^"q-  c(±/>P±j0g) 


C(±j*)+...  (3) 


i2'-    £2- 
Cette  valeur  et  les  valeurs  analogues  de  — 27i,   -2C 

(0  Ù) 

étant  substituées  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions différentielles  (^4),  on  trouvera  en  comparant  les 
coefficients  de  C  au  moyen  de  la  première  équation  (^4) 


£Pt 


Q 


fo+^f  ffcfc*)  =^mm>+n>)Ç-l(l$0+mVo+nQl   (4) 

On  obtiendra  les  équations  analogues  au  moyen  des 
deux  autres  équations  (^4);  mais  elles  peuvent  aussi  être 
déduites  de  (4)  en  permutant  ç  et  ^,  l  et  m,  ou  £  et  C> 
l  et  n. 

Les  seconds  membres  de  ces  trois  équations  seront 
désignés  par  7o(f0),  wQ  et  â(Q. 

En  comparant  les  coefficients  de  C(z\zpp),  C^pp+pq), 
etc.  on  peut  en  outre,  avec  une  approximation  aussi  grande 
qu'on  veut,  exprimer  les  coefficients  $(^zpP),  Hzkpp+Pg), 
7j(±pp)  ...  en  fonction  linéaire  de  fo,  yo,  Ç0.  L'équation 
(4)  et  les  deux  équations  analogues  prendront  alors  la 
forme  suivante 

«Jo  +  anVo  +  «„  C„  =  w  (£) , 

«^+^^+«23  C  =  «(%),  (#) 

«aiFo  +  ^  +  ^C    =    "(C)' 

Ces  équations  déterminent  la  partie  non  périodique 
dea  composantes  de  l'amplitude  et  par  conséquent  la 
partie  du  mouvement  de  la  lumière  qu'on  peut  observer, 
car  les  mouvements   périodiques  se   détruisent  mutuelle- 
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ment  en  s'évanouissant  par  l'intégration  sur  un  petit 
espace. 

On  peut  démontrer  qu'entre  les  coefficients  des 
équations  (B)  existent  les  trois  relations: 

ai2     =     ««1  ai3     =     «81  1  a2S     =     «32>  (5) 

que  ces  coefficients  sont  indépendants  de  l,  m,  n  si  les 
quantités  ap  ont  des  valeurs  infiniment  petites,  et  qu'ils 
peuvent  dans  le  cas  contraire  être  développés  suivant 
les  puissances  de  /,  m,  u  de  telle  manière  qu'ils  ne  se 
trouvent  comme  facteurs  qu'en  nombre  pair. 

Si  l'on  restreint  la  démonstration  au  cas  où  eP  a 
une  valeur  petite,  on  trouvera  alors  simplement,  en  com- 
parant les  coefficients  de  C(pp), 

HPp)  +  y  t  =  f  [  ©  +  m;  +  n})f(pp) 

—  k  fi.  £(Pp)  +  •»*?  (pP)  +  "p  Ç(pp)  )  ]  (G) 

où 

7  7  W«  Op  Cm 

h  =  l ,     mp  =  m ,     np  =  w . 

(X-P  Oip  (Xp 

Multiplions  l'équation  (6)  par  lp,  puis  formons  les  deux 
équations  analogues  en  permutant  $  avec  37,  l  avec  m, 
ou  f  avec  f,  ?  avec  w.  Par  l'addition  des  trois  équations 
ainsi  obtenues  on  aura 


h>Çfap)  +  mpy(j>p)  +  npC(pp)  +  ^{lp$0  +  mpy0  +  npQ  =  0. 
Cette  dernière  combinée  avec  la  précédente  donnera 

(ç+«M-«J-2p)Fto,)  =  f  [( J-ç]S-^%5i-^c].  (?) 

et  l'on  peut  grâce  à  celle-ci  exprimer  la  somme  2' -S-  f  (4: />,>), 
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qui   figure  dans   l'équation  (4),    en   fonction   linéaire   de 
c0,  7)0,  Ç0.     Le  coefficient  de  -qo  sera  par  exemple 


(t) 


(ap  ±  /«P)2+  ft±îM  «p)2-f  (cp  4-_  w  apf—  Tï2  al 


et  ce  coefficient  est  celui  qui  dans  (B)  est  désigné  par  a  . 
On  formera  l'expression  de  a2l  en  permutant  a  et  6, 
l   et   m;   mais   l'expression  précédente   demeurant   inva- 
riable par  cette  permutation,  on  aura 

an  —  »»• 

On  peut  de  la  même  manière  vérifier  les  deux  autres 
égalités  (5). 

En  développant  l'expression  ci-clessus  ou  tout  autre 
coefficient  a  suivant  les  puissances  croissantes  de  ap,  on 
verra  que  les  puissances  impaires  se  détruisent  et  pour 
cette  raison  l,  m,  n  n'entreront  comme  facteurs  qu'en 
nombre  pair. 

Pour  aP  =  0  on  aura 


(f)w 


21 

««,  =  —  21 


Ces  quantités  étant  indépendantes  de  /,  m,  w,  les 
directions  des  axes  de  coordonnées  peuvent  être  choisies 
de  telle  manière  que 

«,  -  ».    «.  =  0,    a„  -  0.  (8) 


Si  nous  désignons  par  s  la  vitesse  de  la  lumière, 
par  /  la  longueur  d'onde,  et  par  u,  v,  w  les  cosinus  des 
angles  que  fait  la  normale  au  plan  de  fonde  avec  les 
axes,  nous  aurons 
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lit 
C  =  cos(&£ — Ix —  my  —  nz)  =  cos— —{st  —  ux  —  vy — wz) 


et  par  conséquent 
h 


Vl2+m2+n2 
Si  nous  posons  enfin 


l  =  —  w,    m 

A 


a.,  = 


if 


Q2 


v,    n  = 


£2 


?r 


^22  £2?  #j 


a         -         o         oo        c 
nous  aurons,  en  vertu  des  équations  (B), 


ù. 


s2-  -  -         -  - 

frVo   =    fo-^K  +  ^o  +  '<o)i 
S2-  -  -  -  - 

-2  c0  =  c — w  « + vVo + wO  • 


(9) 


Il  s'ensuit   que  la  vitesses  de  la  lumière  est  déter- 
minée par  l'équation  suivante 


ir 


0.* 


(  10)  *  NOTE 


Le  corps  considéré  se  comporte  donc  comme  un 
cristal  à  deux  axes  par  lequel  la  lumière  est  doublement 
réfractée  suivant  les  lois  connues  de  la  double  réfraction. 

Il  faut  rappeler  que  les  composantes  £  ^,  f  ne  sont 
pas  identiques  aux  composantes  $,  y,  Ç,  car  nous  avons 
posé 


co 


1 


7-     C 


Nous  étudierons  en  particulier   deux   cas,    en   attri- 
buant à  l'exposant  p  les  deux  valeurs  0  et  2.    On  verra 
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alors   que  les  résultats   sont   d'accord   avec  l'expérience 

dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  composante  non  périodique  de 

l'amplitude  des  vibrations  étant  dans  les  deux  cas  située 

dans   le    même   plan    passant  par  la  normale   au   plan 

de  l'onde. 

Soit 

Ax  +  By  +  Cz  =  D 

l'équation  de  ce  plan. 

Le  plan  D  passera  par  la  normale  au  plan  de 
l'onde  et  par  la  composante  non  périodique  de  l'am- 
plitude des  vibrations;  on  aura  par  conséquent 

Au  +  Bv+Cw  =  0, 
et  pour  p  =  0 

Af0+Bl+CÇ0  =  0. 

Pour  p  =  2  on  aura 


ç 


e.+z%tt±P,) 


c+.. 


Si  donc  l'on  désigne  par  $0C  la  partie  non  périodique 
de  la  composante  de  l'amplitude  de  la  vibration,  on 
aura  en  vertu  de  l'équation  (4) 

Multiplions  cette  équation  par  A,  et  formons  les 
équations  analogues  par  permutation  de  £,  A,  u  avec  ^, 
B,  v  ou  avec  f,  C,  iv;  nous  aurons  en  additionnant  les 
trois  équations 

A$0  +  BVa+CÇ0  =  0. 

L'amplitude  est  donc  aussi  dans  ce  cas  située  dans 
le  plan  D,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Pour  cette  raison  il  n'y  aura  pas  de  différence  essen- 
tielle, que  nous  supposions  p  =  0  ou  p  =  %  le  plan  de 
polarisation  étant  dans  les  deux  cas  le  même.  Dans  le 
premier  cas  les  composantes  de  l'amplitude  sont  déter- 
minées par  l'équation  (9).  Les  vibrations  ne  se  trouvent 
pas  alors  dans  le  plan  de  l'onde,  mais  on  peut  facile- 
ment reconnaître  qu'elles  sont  perpendiculaires  au  rayon 
lumineux*  qui,  comme  on  sait,  ne  coïncide  pas  avec  la  *  note  7. 
normale  au  plan  de  l'onde  dans  les  corps  doublement 
réfringents. 

Dans  l'autre  cas,  p  =  2,  on  aura 

et  de  cette  équation  et  des  équations  analogues  relatives 
à  y0  et  C0  on  déduira  facilement 

„2 o2  h2 <î2  o2 q2 

De  plus  on  trouvera  u~0-\-vy0-^-wÇ0  =  0;  par  con- 
séquent les  vibrations  sont  situées  dans  le  plan  de  l'onde, 
et  ce  résultat  est  aussi  en  parfaite  concordance  avec  la 
théorie  ordinaire  de  la  direction  des  vibrations.  Le  plan 
qui  passe  par  l'amplitude  et  par  la  normale  au  plan 
de  l'onde  coïncide  donc  dans  les  deux  cas  (p  =  0  et 
p  =  2),  comme  dans  la  théorie  ordinaire,  avec  le  plan 
qui  passe  par  la  normale  au  plan  de  l'onde  et  par  le 
rayon  lumineux  correspondant. 

Pour  parvenir  à  la  théorie  de  la  dispersion,  il  est 
nécessaire  de  faire  encore  un  pas  de  plus  en  tenant 
compte  aussi  des  puissances  plus  élevées  de  ap.  Les 
coefficients  a  des  équations  (B)  peuvent,  comme  nous 
l'avons  dit  auparavant,  être  développés  suivant  les  puis- 
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sances  de  Z,  m,  n,  de  telle  manière  que  ces  quantités  ne 
se  trouvent  comme  facteurs  qu'en  nombre  pair;  par  suite 
le  développement  peut  aussi  se  faire  suivant  les  puis- 
sances de  -^ ,  ce  qu'on  voit  en  introduisant  les  valeurs 
de  Z,  m,  n  trouvées  ci-dessus.  Ceci  nous  donne  précisé- 
ment la  loi  de  la  dispersion  dans  toute  l'étendue  où  elle 
nous  est  connue.  Il  ne  serait  pas  difficile  de  faire  le  cal- 
cul en  toute  généralité,  mais  cela  serait,  je  crois,  sans 
intérêt  pratique.  Si  le  corps  n'est  pas  cristallin,  ou  si 
aucune  direction  ne  se  distingue  des  autres,  la  vitesse  s 
sera  déterminée  par  l'équation 
Q2 

-7=      ^      =      «»     =      «33> 

où  an  peut   être   développé  suivant  les  puissances  paires 
de±. 

La  dispersion  est  donc,  d'après  cette  théorie,  une 
propriété  liée  à  la  nature  des  corps  et  qui  dépend  essen- 
tiellement de  leur  hétérogénéité,  tandis  que  l'absence  de 
dispersion  dans  le  vide  ne  peut  être  expliquée  par  la 
théorie  de  Gauchy  qu'en  faisant  des  hypothèses  nouvelles. 
Que  nous  soyons  conduits  par  la  théorie  de  la  dispersion 
à  la  supposition  d'une  variation  périodique  de  la  densité 
de  l'éther,  même  en  conservant  les  idées  ordinaires  sur 
la  nature  des  vibrations  et  sur  celles  de  l'éther,  c'est  ce 
qu'a  déjà  montré  Eisenlohr  (Pogg.  Ann.,  t.  109).  Que  de 
cette  hypothèse,  qui  est  la  plus  générale,  puisse  aussi 
être  déduite  la  théorie  de  la  double  réfraction,  c'est  ce 
qui  résulte  des  présentes  recherches. 

L'hypothèse  de  Fresnel,  que  la  double  réfraction 
est  une  conséquence  de  l'inégale  élasticité  dans  les  diffé- 
rentes directions,   pourrait  peut   être   sembler  confirmée 
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par  le  fait  que  les  corps  non  cristallins  deviennent 
doublement  réfringents  par  la  compression.  Mais  on 
doit  remarquer  que  les  dimensions  du  corps  sont  aussi 
changées  par  la  compression,  et  qu'il  doit  par  conséquent 
en  être  de  même  des  constantes  de  périodicité  et  de 
l'homogénéité  dans  les  différentes  directions.  Ainsi  la 
dimension  verticale  est  par  'exemple  diminuée  par  une 
compression  verticale,  et  en  conséquence  toutes  les  petites 
couches  irrégulières  dont  le  corps  est  composé  devien- 
dront plus  horizontales;  le  corps  doit  se  comporter  dans 
ce  cas  comme  un  cristal  doublement  réfringent  à  un  axe 
optique  vertical. 

3. 
Intégration  des  équations  différentielles:  Polarisation 

circulaire*  *  note  8. 

Dans  les  calculs  précédents  nous  ne  sommes  par- 
venus qu'à  des  vibrations  rectilignes,  et  en  poursuivant 
l'approximation  nous  ne  pourrions  pas  obtenir  des  vibra- 
tions d'une  nature  différente.  Mais,  comme  je  l'ai  déjà 
indiqué,  le  calcul  suppose  qu'on  ne  peut  obtenir  une 
valeur  constante  par  l'addition  ou  par  la  soustraction 
de  3,  4  . . .  des  quantités  pp.  Or  il  est  nécessaire  qu'on 
tienne  compte  aussi  de  cette  éventualité  comme  repré- 
sentant le  cas  le  plus  général,  et  l'on  verra  alors  que 
les  formules,  étendues  de  cette  manière  donneront  des 
vibrations  elliptiques  dépendant  des  puissances  impaires 
des  petites  quantités  ap. 

En  conservant  les  notations  qui  précèdent,  nous 
poserons  de  plus 

S  =  sin  (kt  - —  Ix  —  my  —  nz) , 
S(p)  =  sin  (Jet — Ix  —  my — nz-\-p). 
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L'expression  (2)  prendra  alors  la  forme  plus  générale 

+  ?0S  +  2?(±pp)S(±pp)+...,  (12) 

où  les  coefficients  de  S,  S(±pp)  ...  sont  marqués 
d'accents.  Les  composantes  -q  et  f  sont  déterminées 
d'une  manière  analogue. 

On  peut  à  présent  démontrer  que  les  équations  (B) 
note  9.  peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes*: 

Ce  système  peut  encore  être  complété  par  un  système 
de  trois  nouvelles  équations  qui  sont  formées  au  moyen 
des  premières  en^  remplaçant  £,  ^o,  Ç0  par  £,  ^,  g  et 

Ci  7o*  C  Par  —Si  —  7o'  —  foi  car  on  voit  °îue>  si  les 
équations  (12)  sont  différences  par  rapport  à  ht,  C  sera 

remplacé  par  — S  et  S  par  C;  or  ceci  revient  à  rem- 
placer $  par  £'  et  f  par  — f.  Mais  si  £,  ?y,  f  satisfont 
aux  équations  différentielles  (A),  ces  équations  seront 
vérifiées  aussi  par  les  dérivées  des  mêmes  quantités  par 
rapport  à  kt,  et  par  conséquent  il  sera  permis  de  faire 
la  substitution  susdite  dans  les  équations  déduites  de  (^4). 
On  peut  de  plus  démontrer  que  les  coefficients  a 
satisfont  toujours  aux  équations  (5) ,  mais  que  les  coef- 
ficients b  satisferont  en  général  à  l'équation 

bpq  =  —bqp,  (13) 

ou  qu'on  aura 

K  =  —K,    K  =  —Ki    K  =  — &»» 
&n  =  0,    6.-0,    b33  =  0. 
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Ces  coefficients  ne  contiendront  que  des  puissances 
impaires  de  ap. 

*Ils  sont  donc  très  petits  en  comparaison  des  coef-  *  note  10. 
ficients   a  et  peuvent  être   négligés   dans   une    première 
approximation  (aP  =  0),  et  pour  cette  raison  les  résultats 
de  la  partie  précédente  ne  seront  pas  modifiés  par  les  hypo- 
thèses faites  actuellement  dans  la  première  approximation. 

J'ai  poussé  le  calcul  jusqu'au  bout  dans  les  deux 
cas  particuliers  où  trois  ou  quatre  des  quantités  pp  ont 
une  somme  constante;  le  dernier  cas  n'a  été  traité  que 
dans  l'hypothèse  que  les  quantités  eP  sont  très  petites. 
Mais,  les  résultats  déjà  mentionnés  étant  toujours  les 
mêmes,  il  me  sera  permis  de  restreindre  la  démonstration 
au  cas  suivant 

A+A+A  =  ^  (14) 

â  étant   une  constante.     Je  supposerai  en  outre  que  sp 
et  ap  ont  des  valeurs  petites. 

L'équation  (4)  subsistera  toujours,  au  contraire  (6) 
sera  modifiée,  si  l'indice  p  a  les  valeurs  1,  2,  3.  Si  nous 
cherchons  dans  l'équation  différentielle  (A)  le  coefficient 
C(p^),  nous  trouverons  pour  p  =  1  comme  premier 
membre  de  l'équation  (6): 


e,  -z- 


ew+f  f.+ 


-£e(-A) +-§-*(- a) 


£,  »,        x   ,    e.  -ï, 


e(-fiù+*e(-Pù 


cos  J*  *  NOTE  n. 

sinj.      (15) 


En  négligeant  la  seconde  puissance  ou  des  puissances 
supérieures  de  aP,  on  aura  en  vertu  de  l'équation  (6) 
pour  toutes  les  valeurs  de  p  *  *  note  12. 

HPp)  =  V(Pp)  =  C(Pp)_  r(Pp)  /16x 

Ip  mp  np    —  VÇ+ml+n}' 
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Dans  ces   équations  nous    introduirons    de  plus  les 
notations  suivantes: 

l§  =  J  +  ;?i    mp  =  m-\-  —  ,    np  =  »-| — - , 

O-p  Ckp  dp 

qui  remplaceront  lp,  mp,  nv,  si  pp  est  remplacé  par  — pp. 
De  même  r'(^p)  peut  être  exprimé  au  moyen  de  $'(pP) . . . 
Si  l'on  multiplie  l'équation  (15)  par  l,  et  si  l'on 
forme  les  équations  analogues  en  permutant  $  et  l  avec 
y  et  m  ou  avec  C  et  »,  la  somme  de  ces  trois  équations 
sera  égale  à  zéro  en  vertu  de  l'équation  (6).  Nous  po- 
sons pour  abréger 

'p 

-  uPi 


VI p2  +  ml  +  Wp 
%  np 


Vi;  +  m}  +  n}  Vl}  +  m}  +  n} 

UpUq-\-VpVq-\-WplVq    =     flp>q    =     ^|P, 

et  nous  obtiendrons  alors 

^W  +  l^+l^.^^-^cosJ-r^-^sinJ] 

+  |^,,[^(-/>2)cosJ-/(-/o2)sinJ]  =0. 

Dans  cette  équation  nous  substituerons  les  valeurs 
approchées  de  r(  —  p2),  r'(—p2),  r(—p3),  r'(—p3)  trou- 
vées à  l'aide  de  la  même  équation  en  permutant  les  in- 
dices, à  savoir  r( — p2)  =  — -^ E?  ...  Après  cette  sub- 
stitution notre  équation  sera  remplacée  par  la  suivante: 

r  (PU  -  — j>4+  -f-  *...(#i  cos  A-E\  sin  J) 

+  ^  ûu,  (E,  cos  à— EL  sin  J) . 
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Si  l'on  substitue  dans  celle-ci  — px  à  pv  alors  p2,  p3 
et  de  plus,  en  vertu  de  (14),  A  changeront  de  signe,  El 
sera  remplacé  par  ET,  #lïï  par  #T3  ...  En  permutant 
les  indices  on  peut  déduire  des  expressions  analogues 
pour  r(p2),  r(—p2),  r(p3),  r(—ps). 

Si  nous  cherchons  la  valeur  de 

2f  f(±ft>)  =  2%  [*hr(pt)+u-rr{-pt)-] 

qui  sera  substituée  dans  l'équation  (4),  le  calcul  ne  dif- 
férera pas  de  celui  que  nous  avons  fait  auparavant  si  p 
n'est  pas  égal  à  1,  2,  3,  mais  on  doit  chercher  à  part 
les  valeurs  des  termes  correspondant  à  ces  indices. 

Dans  cette  somme  entre  par  exemple  comme  coef- 
ficient de  ïjQ  l'expression  suivante: 


Sv, 


— -jrM.+  £lg2£*  (M*,t  +MÀi)C0S^ 


8  désignant  la  somme  de  l'expression  écrite  et  des  deux 
autres  qu'on  déduit  de  celle-là  en  permutant  l'indice  1 
avec  les  indices  2  et  3.  Cette  somme  ne  variant  pas 
par  permutation  de  u  avec  v  et  de  l  avec  m,  on  peut 
conclure  comme  ci-dessus  qu'on  aura  a12  =  a21.  D'une 
manière  analogue  on  trouvera  que  an  =  a31  et  aa  =  «32. 

De  plus  on  voit  facilement  que  les  puissances  im- 
paires de  ap  s'évanouiront  dans  les  coefficients  a. 

Le  coefficient  de  £o'  est 

Mais  cette  somme  est  égale  à  zéro,  et  par  suite 
bn  =  0,   et  de  même  b22  =  0,   b33  =  0. 
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Enfin  le  coefficient  de  if9  est  égal  à 

S-£i^X^(Mf..  +  Via)-^(M..i+M..T)]*ii. 

En  permutant  ici  u  et  v  ou  l  et  m,  on  aura  la  même 
valeur  absolue,  mais  le  signe  contraire,  et  par  suite  on 
aura  bn  =  — b2l  et  d'une  manière  analogue  b13  =  — £>31, 
bu  =  — ^  On  peut  de  plus  voir  aisément  que  les 
coefficients  b  ne  contiendront  que  des  puissances  im- 
paires de  aP. 

Au  moyen  des  équations  (C)  et  des  relations  trouvées 
entre  les  coefficients  an,  a12,  ...  bn,  ...,  on  reconnaît 
facilement,  en  se  reportant  à  la  théorie  de  la  polarisa- 
tion circulaire,  que  les  équations  obtenues  contiennent 
complètement  cette  théorie*.  Qu'on  me  permette  cepen- 
dant d'indiquer  à  grands  traits  comment  on  peut  l'en 
déduire. 

Nous  pouvons,  comme  ci -dessus,  choisir  les  direc- 
tions des  axes  de  coordonnées  de  manière  que  les  équa- 
tions 

«12   —   °»         ai»   —  °i         «23=° 

soient  satisfaites.     Posons  alors 

Q2  &.  & 

"H     —      a2,  «22    —      b2    >  «33    —       C2    < 

bB  =  XW,       bn  =  &e,      ba  =  fff. 

Les  valeurs  des  seconds  membres  des  équations  (C) 


sont 


"(£.)  =  7[^-wK+^o+<)] 


et  les  expressions  analogues.  Après  avoir  transporté  ces 
valeurs  dans  les  premiers  membres  des  équations  (C), 
nous  poserons 
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1       1 


1       1 


w 


vw 


=  cM  =  c 


uw 


=  c. 


31  > 


uv 

~2 


Le  système  des  trois  équations  formées  de  cette 
manière  peut  être  complété  par  un  autre  qu'on  déduit  de 
celui-ci  en  remplaçant  f0,  ^0,  C0  par  ¥0,  y'0,  C  et  &  ^  C 
par  — ^,  — jy0,  — (T0.  Les  six  composantes  sont  déter- 
minées par  ces  six  équations,  et  la  vitesse  s  est  donnée 
par  l'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  déterminant 


0 

-f 

e 


— c„ 


— e 
d 
0 


=  0.     (18) 


Ce  déterminant  est  symétrique  gauche  et  peut  être 
identifié  avec  H2.  En  développant  H  comme  à  l'ordi- 
naire, on  conclut  de  l'équation  H  =  0* 

CU  C22  C33      \      -  C23  C13  CVL  C\\  C23  C22  C\Z  C33  C12 

=  *ni'  +  vf  +  «./,  +  2*.«/H-2c,d/,+  2<vfo.      (19) 

Si  d,  e,  /"s'évanouissent,  nous  retomberons  sur  l'expres- 
sion (10)  de  s  déjà  obtenue  auparavant.  En  général  ces 
quantités  seront  petites  et  du  même  ordre  que  aP.* 

Par  conséquent  le  second  membre  de  l'équation  (19) 
a  une  valeur  petite,  que  nous  désignerons  par  q2;  la 
valeur  de  s  déjà  trouvée  peut  en  général  être  développée 
suivant  les  puissances  de  q2,  et  pour  cette  raison  l'ac- 
croissement de  s  sera  insensible.  Mais  ce  développement 
ne  peut  pas  se  faire  si  le  premier  membre  de  (19)  devient 


NOTE  13. 


NOTE  14. 
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quadratique  ou  ne  diffère  que  peu  d'un  carré  parfait, 
car  dans  ce  cas  on  peut  extraire  la  racine  des  deux 
membres  et  développer  s  suivant  les  puissances  de  -±-q. 
note  15.  Tel  sera  le  cas  * ,  si  nous  faisons  v  =  0  en  supposant 
fl>è>c  ou  a<i<c.  Le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (19)  sera  alors 

U2        s2)[a2c2    ~  s2  U2+c2JJ' 
expression  qui  sera  égale  au  carre  de  —  1-^- ^L    si 


a2—  b2         2_  b2—  c2 
a2—c2'     W  ~  a2—â 


Si  l'on  substitue  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (19)  la  valeur  approchée  de  s,  savoir  s  =  6,  on 
obtiendra 


1         1  /  c2 1  /a2-  è2         a2 1  /&■_  c2  ,\        ,Qm 

La  vitesse  s  aura  donc  deux  valeurs  sensiblement 
différentes  dans  le  cas  où  la  normale  au  plan  de  l'onde 
coïncide  avec  l'axe  optique  du  cristal,  car  les  valeurs 
ci-dessus  de  w,  v,  iv  sont  précisément  celles  des  cosinus 
des  angles  que  fait  l'axe  optique  avec  les  axes  de  coor- 
données. 

Avant  de  calculer  l'amplitude  des  vibrations,  il  faut, 
si  nous  nous  bornons  aux  valeurs  0  et  2  de  l'exposant 
p  dans  les  formules  généralisées  de  Fresnel,  rappeler  qu'il 
n'y  aura  aucune  différence  essentielle  quelle  que  soit 
celle  de  ces  deux  valeurs  que  nous  choisissions,  le  plan 
de  polarisation  étant  le  même  dans  les  deux  cas.  Mais 
dans  le  cas  de  p  =  2  les  vibrations  étant  situées  dans  le 
plan  de  l'onde,  c'est  ce  cas  qui  donnera  les  résultats  les 
plus  simples,  et  c'est  à  lui  que  nous  nous  bornerons. 
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En  employant  les  valeurs  ci-dessus  de  w,  v,  w  et  les 
mêmes  notations  f0,  %,  C0  clue  précédemment,  on  aura  en 
vertu  des  équations  (C) 


i   w        —         — 

i  _      __      _      i  _ 

1  —         —         —  fil       —        — 


(21) 


qui  peuvent  être  complétées  par  trois  équations  analogues 
déduites  de  celles-ci  en  remplaçant  les  composantes  non 
accentuées  par  les  composantes  accentuées,  et  les  com- 
posantes accentuées  par  les  composantes  non  accentuées 
ayant  le  signe  contraire. 

d,  e,  f  ayant  des  valeurs  petites,  on  peut  remplacer 
$'o,  %,  Ce  Par  leurs  valeurs  approchées,  savoir  ço  =  a2£'o, 
y[  =  Vyl,  C0  =  c2Ç0,  ce  qui  conduira  à  l'équation  suivante: 


M)     °  M    •" 


De  plus  nous  obtiendrons  encore  trois  équations 
analogues  de  la  manière  indiquée. 

On  satisfait  à  toutes  ces  équations  par  les  valeurs 
suivantes  *  :  *  note  16. 

qui   ou   bien  rendront  les  équations  identiques   ou   bien 
donneront  de  nouveau  les  équations  (20),   en  supposant 
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toujours  qu'on  peut  attribuer   aux   quantités  d,  e,  f  des 
valeurs  petites. 

Si  l'on  désigne  par  r  le  chemin  que  l'onde  plane  a 
parcouru  dans  le  cristal,  les  composantes  de  l'amplitude 
des  vibrations  seront  déterminées,  dans  le  cas  de  p  =  2, 
par  les  équations 

£  =  4-ivA  smk  (t j  , 


=         A  cos  k 


('T 

Z  =  ^uAs'mk  (t ). 


(23) 


Le  rayon  de  lumière  sera  donc  décomposé  en  deux 
rayons  polarisés  circulairement  qui  se  propagent  avec 
des  vitesses  un  peu  différentes. 

Ces  vitesses  peuvent  être  déduites  de  (20),  à  savoir 

Si  =  b(\  +  \uc2d  +  \wa2f),    s2  =-■  b(\—\uc2d  —  \wa2f), 

st  correspondant  au  signe  supérieur,  s2  au  signe  inférieur 
de  (23).    Dans  le  dernier  cas  la  polarisation  circulaire  est 

orientée  de  gauche   à  droite ,   -rf  et  —  ayant  des  signes 

cet        u 

*  note  17.  contraires.* 

Si  les  deux  rayons  ont  parcouru  le  chemin  r,  le 
plan  de  vibration  a  tourné  de  l'angle 


k  (  r        r  \  kr  .    2 .  ,        2r. 

J  [-  -  y)  -  "  -f  (ucd  +  waf) 


(24) 


Par   conséquent   la   rotation   est  proportionnelle  au 

chemin  parcouru,  elle  est  dirigée  à  droite,  si  d  et  f  sont 

2tt 
négatifs,     k  étant  égal  à  s— ,   la  rotation  sera  approxi- 

A 

1 

mativement  proportionnelle  à-^  ou  inversement  propor- 

x 

note  18.  tionnelle  au  carré  de  la  longueur  d'onde.* 
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Il  est  facile  de  passer  du  cas  général  traité  ici  au 
cas  particulier  des  corps  qui  ont  un  seul  axe  optique  ou 
qui  sont  isotropes.  A  la  vérité,  la  polarisation  circulaire 
ne  s'est  manifestée  que  dans  ces  deux  cas  spéciaux,  mais 
on  ne  doit  pas  désespérer  de  trouver  des  cristaux  à 
deux  axes  qui  jouissent  de  cette  propriété,  d'autant  que 
le  pouvoir  rotatoire  de  plusieurs  cristaux  à  un  axe 
(chlorure  de  sodium,  sulfate  de  strychnine,  cinabre)  avait 
échappé  à  l'observation  jusqu'en  ces  derniers  temps. 

Dans  la  nature  la  polarisation  circulaire  n'apparaît 
que  comme  un  cas  particulier;  dans  le  calcul  au  con- 
traire c'est  le  cas  le  plus  général.  Cela  provient  de  la 
symétrie  générale  qui  règne  clans  la  nature,  et  qui  fait 
que  la  constante  A  est  égale  à  zéro,  et  par  conséquent 
que  les  quantités  d,  e,  f  s'évanouissent;  et  même,  s'il 
n'en  était  pas  ainsi,  ces  dernières  quantités  seraient  com- 
posées de  termes  qui  se  détruiraient  mutuellement  par 
un  arrangement  complètement  symétrique.  Pour  cette 
raison  la  polarisation  circulaire  implique  un  défaut  de 
symétrie,  qui  apparaît  dans  le  calcul  comme  le  cas  le  plus 
général,  mais  dans  la  nature  comme  le  cas  le  plus  rare. 

Gomme  résultat  des  recherches  précédentes  on  voit 
qu'on  peut  seulement  par  un  développement  plus  étendu 
de  la  partie  formelle  de  la  théorie  de  la  lumière,  c'est- 
à-dire  des  lois  de  la  réfraction  et  de  la  réflexion  pour 
les  corps  isotropes  et  transparents,  sans  hypothèses  dou- 
teuses et  précisément  en  conservant  la  plus  grande  géné- 
ralité, parvenir  à  une  théorie  complète  de  la  double 
réfraction,  de  la  dispersion  et  de  la  polarisation  circulaire. 

On  pourrait  encore  faire  un  pas  en  avant  sur  le 
chemin  suivi  dans  ce  mémoire,  et  je  l'indiquerai  en  peu 
de   mots.      On  a  supposé    que  la  vitesse   de  la  lumière 


126 

est  une  fonction  de  x,  y,  z;  mais  on  peut  supposer  plus 
généralement  qu'elle  est  aussi  une  fonction  du  temps  t, 
car  c'est  évidemment  faire  une  restriction  que  de  pré- 
sumer un  équilibre  primitif  des  éléments.  On  peut  aisé- 
ment introduire  cette  hypothèse  dans  les  calculs  en  suppo- 
sant que  les  quantités  pp  ont  la  valeur 

hpt  -f-  apx  -f-  bpy  +  cvz  -f-  dp 
ap 

Mais  les  équations  différentielles  (A),  n'ayant  pas  été 
formées  dans  cette  hypothèse,  ne  peuvent  pas  servir  de 
fondement  sûr  aux  calculs  dans  la  nouvelle  supposition, 
et  il  serait  alors  nécessaire  de  déduire  d'une  autre 
manière  les  équations  différentielles  compatibles  avec 
l'hypothèse  plus  générale. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  critique  du  mémoire  se  trouve  dans 
les  „Fortschritte  der  Physik",  t.  19,  p.  106.     1863. 

NOTE  2.  On  suppose  ici  que  la  réflexion  ne  peut 
produire  aucune  différence  de  phase  à  l'exception  de 
celle  qui  est  due  au  changement  du  signe  de  l'amplitude. 

Cette  hypothèse  n'est  pas  indiquée  parmi  les  suppo- 
sitions préliminaires  de  Lorenz,  quoique  elle  ne  puisse 
être  déduite  des  hypothèses  mentionnées  explicitement. 

NOTE  3.  La  direction  positive  de  l'axe  des  x  est 
tournée  vers  l'intérieur  de  la  couche  réfringente. 

NOTE  4.  Le  mémoire  ne  dit  pas  pour  quelle  raison 
on  peut  poser 

wy  —  a£, 

a  étant  une  constante.    Gela  peut  se  voir  de  la  manière 
suivante. 

On  aura  en  vertu  de  (22) 


!)V-i    \     *    dx    ) 


(K  =         a   {kt-nz)  v~i    \     *    dx    )  dd 
dx  1  dd  dx 

Â   (kt-nz)V—jd(e-us,)dd 
~  1&  ~ôd~  dx 

et  par  suite,  en  vertu  de  l'équation 


128 

Du  reste  l'introduction  de  la  fonction  auxiliaire  <p 
est  tout  à  fait  superflue,  ce  qu'on  peut  reconnaître  de 
la  manière  suivante. 

On  a 

et  en  vertu  de  (19) 


'+(2)1 


k\ 


et  par  suite  l'équation  précédente  peut  s'écrire 


ou 


<92C  _l_^f     ^2c 


&cfe  co2ôt2   '   ^2' 

équation  qui  est  identique  avec  (30). 

L'équation  (21)  peut  s'écrire  sous  la  forme 


a,y 


et  on  obtiendra  par  différentiation,  en  vertu  de  l'équation 

d(eus)  . — r  M  , 
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,1 


+  1/-K 


ft> 


Mais,  en  remplaçant  —2  par 


on  aura 


ou 


A:2 

d2?      d2f        1  <92C 


ce  qui  est  précisément  l'équation  (31). 
L'équation 

dl  

a>2         nV—\r 

dx  co2 


montre  que 


dx  T  ôz 


si  w2  est  une  constante. 

NOTE  5.  Dans  ce  qui  suit,  on  suppose  que  la 
série  (2)  est  très  convergente  et  qu'il  suffit  par  suite 
de  conserver  les  deux  premiers  termes  en  négligeant 
tout  le  reste.  Il  serait  très  difficile  de  démontrer  la 
légitimité  de  cette  supposition. 

NOTE  6.     On  aura  en  vertu  des  équations  (9) 

n%,  —  }?„  —  A„  —    Mïo-1-«"7.-t-«<=0 
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ou 

l 

%            C 

K+vVo+wÇo 

/    a2u    \ 

/    b2v    \        (    c2w   \ 

U2— «v     w—s2) 

1 

a2u2         b2v2        c2w2 
a*-s2  '  52-s2  '   c2-s2 

et  par  conséquent 

oV  6V  cV 


1, 


a2— s2  '   è2— s2  '  c2— s2 

équation  qui  est  identique  à  l'équation  (10)  du  mémoire. 

NOTE  7.     On  sait  que  l'équation  de  la  surface  des 
ondes  est 

aV  6y  cV 

I      „2  L2    T"  ,.2  ^2  "  » 


r2_a2      r     r2_62      I      r2_c, 

où  r2  =  x2-\-y2-\-z2,  et  qu'on  a 

a?  su 


et  les  équations  analogues. 
Il  faut  démontrer  que 

Or  on  a  (voir  note  6) 

U— «7      U1— «7      U— «7 

et  par  suite 

/a2     # 

'0 


et  les  équations  analogues,  d'où 
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f  (  a2x2  b2y2  c2z2  \ 

(Voir  Mascart,  Traité  d'optique,  1. 1,  p.  564 — 565.) 

NOTE  8.  Dans  toute  cette  partie  du  mémoire  il  est 
extrêmement  difficile  de  voir  l'ordre  de  grandeur  des 
termes,  et  parfois  il  me  semble  que  l'ordre  des  termes 
négligés  est  le  même  que  celui  des  termes  conservés. 

NOTE  9.  La  démonstration  est  faite  dans  ce  qui 
suit. 

NOTE  10.  On  fait  ici  la  supposition  que  les  coeffi- 
cients a  contiennent  des  termes  indépendants  de  aP  et 
que  les  termes  b  contiennent  ap  au  p^jmier  degré. 

NOTE  11.  Dans  ce  qui  suit  on  suppose  que  la  for- 
mule (12)  ne  contient  pas  de  termes  de  la  forme 

et  les  termes  analogues,  de  tels  termes  étant,  en  vertu 
de  la  relation  p1-Jrp2  =  A — /?3,  contenus  dans  les  termes 
de  la  forme 

H-ps)C(-p3),   f (-/>.)«(-/>.) 

et  les  termes  analogues. 

NOTE  12.  Le  calcul  est  fait  en  supposant  que  ~-$o 
peut  être  négligé;  mais  la  légitimité  de  cette  supposition 
est  très  douteuse  par  la  raison  qu'on  ne  sait  pas  l'ordre 
du  terme  négligé. 

NOTE  13.  Le  déterminant  (18)  est  symétrique  gauche 
et  doit  pour  cette  raison  être  égal  au  carré  d'un  poly- 
nôme entier.    Nous  allons  chercher  ce  polynôme.    Le  déter- 
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minant  (18)  est  une  fonction  du  second  degré  de  cn  et 
peut  être  écrit  sous  la  forme 

D  =  (Acn  +  Bf  =  H\ 

A  et  B  étant  des  polynômes  entiers. 
Par  conséquent  on  aura 

dD 


de. 


=  ZA(Acn  +  B), 


"     2AÔcu' 


Mais    on    trouve    facilement   le   polynôme   A.     En 
effet  on  a 


0 
-d 

— e« 


d 

0 

-*« 

—cn„ 


0 

-d 


23 
C33 
d 

0 


CVCJ- 


Ayant  obtenu  A,  on  aura 


H 


BD 
%A 


-f 

0 

7 
ft 

*■ 

ca 

e 

-d 

0 

C23 

CB3 

~Cn 

-^2 

-C!3 

^ 

— e 

"C21 

-Ca 

~C23 

0 

d 

--*« 

-^32 

— c38 

-d 

0 

(tf- 


C«CJ 


On  peut  remarquer  que  D  est  du  quatrième  degré 
par  rapport  à  d,  e,  /",  et  que  par  conséquent  H  est  du 
second  degré  par  rapport  aux  mêmes  lettres.  En  faisant 
une  substitution  circulaire  sur  les  lettres  d,  e,  f  et  sur 
les  indices  1,  2,  3,  D  ne  variera  pas,  et  par  conséquent 
cette  substitution  ne  changera  pas  la  valeur  de  H.  Si  donc 
nous  connaissions  les  termes  qui  contiennent  cu,  c12,  ... 
e,  f,  on  pourrait  en  conclure  aisément  les  termes  qui  con- 
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tiennent  d.     Mais  les  termes   contenant  cu, 
trouvent  en  posant  d  =  0  et  seront  égaux  à 


se 


-f 

0 

0     en 

C23 

e 

0 

0     c32 

^33 

-Cn 

"c12 

-«■   /' 

— e 

--<* 

-^22 

-^  o 

0 

-G* 

— c32 

-^33       0 

0 

Cn 

C12 

C12 

C2X 

C22 

C23 

C31 

^32 

C33 

■2«f«, 


A 


d'où  l'on  peut  facilement  déduire  l'expression  de  H 
trouvée  dans  le  mémoire. 

NOTE  14.  Les  quantités  d,  e,  f  sont  des  fonctions 
impaires  de  aP,  parce  qu'il  en  est  ainsi  de  6a,  . . .;  et  on 
peut  en  général  supposer  qu'elles  sont  du  premier  ordre. 

Mais  il  faut  de  plus  remarquer  que  les  quantités 
am  awi  a$i  sont  ^es  fonctions  du  second  degré  de  spi 
que  ba,  ...  sont  des  fonctions  du  troisième  ordre  des 
mêmes  quantités,  et  que  pour  cette  raison  les  quantités 
d,  e,  f  sont  petites  aussi  en  comparaison  de  cn ,  ... 

NOTE  15.  On  voit  aisément  que  les  quantités  u,  v,  w 
auront  les  valeurs  citées  dans  le  mémoire,  si  le  premier 
membre  de  l'équation  (19)  est  un  carré  parfait;  car  on 
aura,  en  égalant  à  zéro  ce  premier  membre, 


D  = 


uv 

n2 


uw 


vw 


/  1        1  \     uv 

\7~~ov    "7 

s2      \s2      b2) 

vw  w2      / 1       1  \ 

~\7~â2)\?~  b2){?  ""?)+(?  ~c2)\?~b2) 

+(^ye-a?+(?-i-.)(H.)?=»- 
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En  multipliant  les  éléments  des  lignes  horizontales 
par  x,  y,  z,  et  en  ajoutant  les  éléments  des  deux  der- 
nières lignes  à  ceux  de  la  première,  on  peut  déterminer 
y  et  z  de  manière  que  les  deux  premiers  éléments  de 
la  première  ligne  s'évanouissent.  Le  troisième  élément 
s'évanouira  alors  aussi,  et  l'on  aura 


x 


y 


s 
xuv 

T 

uw 


W      a2) 


II 


uv 


ZUIV 
ZVIV 


VIV     . 


f-(J-J) 


=  o, 

=  0, 
==  0. 


Mais  ces  équations  peuvent  s'écrire 
XW~tf)      y\?~¥J      Z\?~c2) 


d'où  l'on  déduira 


w 


w 


s  — a' 


ux  -f-  vy  -f-  wz  , 


0. 


Les  valeurs  de  w,  v,  iv  qui  rendent  D  carré  parfait 
sont  donc  les  mêmes  que  celles  pour  lesquelles  cette 
dernière  équation  a  une  racine  double;  mais,  comme  on 
sait,  ceci  n'a  lieu  que  dans  le  cas  mentionné  dans  le 
mémoire. 

NOTE  16.  Les  formules  (22)  ne  donnent  qu'une 
solution  particulière  des  équations  précédentes.  En  vertu 
de  l'équation 


w 


--Z    ou     < 


w, 


o, 
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les  deux  premières  équations  peuvent  s'écrire 

Ces  équations,  jointes  à 

forment  un  système  de  trois   équations   qui  ne   contien- 
nent que  les  inconnues 

foi     C>    Vo' 

Les  équations  complémentaires  qu'on  en  déduit  en 
changeant  £0,  7o,  C0  en  £,  j£  Ço  et  £,  ^  g  en  -£,  -%, 
— Co  ne  contiendront  donc  que  £J,  <^,  %. 

Ces  dernières  .équations  déterminent  ££,  £,  %  de  la 
manière  indiquée  dans  le  mémoire,  si  l'on  suppose  %  =  A. 

Mais,  d'une  manière  analogue,  les  trois  premières 
équations  donneront 

si  nous  supposons  rfo  =  2?. 

La  solution  complète  est  donc,  A  et  B  étant  des 
quantités  arbitraires^ 

$o  =  =fwB,     Vo  =  A,     Ç0  =  +uB, 

Les  équations  (23)  seront  donc  remplacées  par 

$  =  ±10  (  ^jBcos&(£ j  +  ^sm^(^ ))  ? 

^  =  Acosklt j  +  Bs'mklt ), 

C  =  ^j-ulBcosklt )  —  A  sin  klt  —  ~\\. 
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Mais,  en  posant  A  =  R  cos  <p,  B  =  R  sin  <p,  on  aura 

$  =  4:  -Bw  sin  &(  £ ^) , 

y  =  RcosJclt ^>), 

C  =  ^i?^  sin  k(  t (p  \ , 

par  où  l'on  voit  que  la  solution  complète  donnera  aussi 
les  équations  (23),  si  l'on  ajoute  une  différence  constante 
de  phase. 

NOTE  17.  Il  faut  supposer  que  le  système  des 
coordonnées  est  choisi  de  manière  que  la  direction  posi- 
tive de  rotation  dans  le  plan  des  yz  est  la  même  que 
la  direction  des  aiguilles  d'une  montre. 

NOTE  18.  Les  coefficients  6U,  ...  et  par  conséquent 
aussi  <i,  e,  f  sont  des  fonctions  impaires  de  aP  et,  comme 
on  voit,  aussi  de  l,  m,  n.  Le  terme  du  plus  petit  ordre 
est  en  général  du  premier  ordre  par  rapport  à  l,  m,  w, 
d'où  l'on  voit  que  la  conclusion  du  mémoire  s'ensuit. 
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SUR  LA  THEORIE  DE  LA  LUMIERE.*  *  note  i. 

POGG.  ANN.   T.  CXXI,  P.  579-600. 
PHIL.  MAGAZ.  (4)  XXVIIT,  P.  409-425. 

Dans  un  mémoire  précédent  (Pogg.  Ann. ,  t.  118; 
quatrième  mémoire  de  cette  édition),  j'ai  fait  connaître 
quelques  recherches  théoriques,  que  j'ai  poursuivies  de- 
puis en  leur  donnant  un  développement  plus  étendu. 
Mais  avant  que  j'entre  dans  les  détails  des  résultats 
obtenus,  qu'il  me  soit  permis  de  faire  quelques  remarques 
sur  les  traits  fondamentaux  de  la  théorie  que  j'expose 
et  sur  les  caractères  qui  la  distinguent  des  autres  théories. 

Les  recherches  faites  dans  le  domaine  de  la  physique 
mathématique  témoignent  presque  toutes  de  la  foi  des 
auteurs  dans  le  pouvoir  de  l'induction,  et  de  la  ferme  con- 
fiance qu'on  peut  par  ce  moyen  pénétrer  jusqu'aux  forces 
cachées  dans  l'intérieur  des  corps  et  partir  ensuite  de  là 
pour  expliquer  les  lois  des  phénomènes.  C'est  la  voie 
qu'ont  suivie  Laplace  et  les  savants  #  son  école.  On 
a  cru  qu'on  pouvait  grâce  à  l'induction  saisir  l'essence 
même  des  phénomènes  qui  font  l'objet  de  la  physique 
mathématique  comme  de  ceux  qui  relèvent  de  l'astro- 
nomie. Partout  on  a  pris  pour  point  de  départ  la  sup- 
position de  forces  moléculaires,  qui  comme  les  forces  de 
l'attraction  universelle  seraient  une  fonction  des  distances 
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mutuelles  des  molécules,  proportionnelles  à  leur  masse 
et  agissant  dans  la  direction  de  la  ligne  qui  les  joint. 
On  ne  s'est  guère  rendu  compte  du  nombre  des  hypo- 
thèses que  cette  supposition  implique;  mais  la  largeur 
du  fondement  qu'on  a  choisi  pour  y  construire  toute 
espèce  d'édifices  est  suffisamment  démontrée  par  les 
conséquences  analytiques  qui  en  ont  été  tirées  de  nos 
jours. 

On  peut  se  demander  si  ces  hypothèses  sur  la  nature 
des  forces  moléculaires  ont  amené  à  des  conséquences 
qu'on  n'ait  pu  déduire  d'aucune  autre  manière  et  si  ces 
conséquences  ont  été  toujours  admissibles. 

La  théorie  de  la  capillarité  peut  être  établie  sans 
faire  ces  hypothèses,  et  le  résultat  unique  de  celles-ci  est 
le  théorème  de  Laplace  et  de  Poisson,  d'après  lequel  la 
hauteur  des  liquides  dans  les  tubes  capillaires  est  pro- 
portionnelle à  la  densité  des  liquides.  Mais  ce  théorème 
est  inexact. 

Dans  la  théorie  de  l'élasticité,  Poisson  a  été  conduit 
par  la  même  hypothèse  à  la  détermination  des  deux 
constantes  d'élasticité;  mais  il  est  aussi  démontré  que 
cette  conclusion  n'est  pas  admissible.  On  a  modifié  les 
calculs  de  Poisson  et  voilé  leurs  dernières  conséquences 
dans  une  formule  de  somme  non  sommée;  mais  peut- 
on  inférer  d'un  tel  résultat  la  légitimité  des  suppositions 
admises? 

Dans  la  théorie  de  la  lumière,  la  même  hypothèse 
a  dans  la  main  de  Gauchy  amené  à  des  résultats  mer- 
veilleux. A  l'origine  elle  a  servi  à  l'explication  de  la  dis- 
persion de  la  lumière;  mais  on  reconnut  tout  de  suite 
qu'alors  l'espace  vide  devait  aussi  disperser  la  lumière,  à 
moins  qu'on  ne  fît  une  certaine  supposition  sur  la  nature 
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des  forces  comme  fonction  des  distances.  On  pourrait 
croire  qu'on  aurait  été  conduit  par  cette  connaissance  si 
importante  de  la  nature  des  forces  moléculaires  à  des 
conclusions  nouvelles:  en  réalité  il  n'en  fut  pas  ainsi. 
Au  contraire  il  s'est  produit  ici  un  fait  qui  s'est  répété 
ailleurs,  par  exemple  dans  les  hypothèses  qu'il  était  néces- 
saire d'ajouter  pour  l'explication  de  la  double  réfraction: 
on  a  reconnu  qu'on  ne  pouvait  se  servir  des  suppositions 
nouvelles  qu'à  l'endroit  même  où  elles  étaient  introduites; 
on  ne  pouvait  pas  en  déduire  d'autres  conséquences. 
Mais  je  ne  m'arrêterai  pas  à  toutes  ces  objections,  par 
la  raison  qu'elles  ont  déjà  été  faites  auparavant,  et 
n'ont  pourtant  pas  pu  renverser  la  théorie.  Elles  n'ont 
toutes  qu'une  certaine  probabilité,  et  contre  elles  se 
lèvent  tous  les  résultats  importants  qui  jusqu'ici  ont  été 
déduits  de  la  théorie. 

Au  contraire  je  m'arrêterai  un  instant  à  une  objec- 
tion nouvelle,  parce  qu'elle  renverse  en  effet  la  théorie, 
tandis  que  les  grands  résultats  de  celle-ci  ne  sont  pour- 
tant pas  d'une  nature  telle  qu'ils  ne  puissent  être  atteints 
par  une  voie  nouvelle  et  d'une  manière  bien  plus  com- 
plète, comme  je  le  montrerai. 

Le  fait  de  la  polarisation  circulaire  a  forcé  Cauchy 
à  faire  l'hypothèse  d'une  périodicité  dans  la  constitution 
intérieure  des  corps.  A  cela  on  ne  peut  faire  aucune 
objection,  car  une  telle  hétérogénéité  est  précisément  le 
cas  le  plus  général,  l'homogénéité  étant  au  contraire  un 
cas  particulier.  Mais  Cauchy  a  commis  l'erreur  essen- 
tielle de  supposer  que  la  moyenne  des  déplacements  des 
molécules  de  l'éther  ne  dépend  approximativement  que 
des  moyennes  des  coefficients   de  ses  équations  differen- 
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tielles.  On  peut  facilement  mettre  en  défaut  ce  théorème 
par  un  simple  exemple. 

Gomme  tel  on  peut  se  servir  de  l'équation  différen- 
tielle 

(.  +  »«ï)g  +  f-o, 

où  l'on  suppose  que  a  est  plus  grand  que  b  et  que  a  a 
une  très  petite  valeur.  La  moyenne  du  coefficient  pério- 
dique a  +  &cos-  est  égale  à  a,  et  d'après  le  théorème 
cité  ci-dessus  la  moyenne  de  l'intégrale  serait  approxima- 
tivement 

X 

c 

<p  =  e     a. 

Mais  ce  résultat  est  faux,  car  on  obtient  exactement 
par  intégration 

Sdx 
~~ TT  x 
a+ocos  — 

et  approximativement,  si  a  est  très  petit, 


*  NOTE  2.  (f    =    e  ,  * 

valeur  qui  diffère  essentiellement  de  la  valeur  précédem- 
ment citée,  puisqu'elle  dépend  aussi  de  la  constante  de 
périodicité. 

Le  théorème  n'est  donc  pas  admissible  en  général, 
et  en  particulier  il  ne  l'est  pas  dans  le  cas  de  l'équation 
différentielle  de  Gauchy.  Gar  premièrement  ce  n'est  pas 
seulement  la  polarisation  circulaire,  mais  aussi  la  double 
réfraction  qui  doit  être  une  conséquence  de  la  périodicité 
des  coefficients  des  équations,  si  celles-ci  sont  admissibles. 
Pour  le  démontrer,  il  n'est  pas  nécessaire  que  nous 
nous  perdions  dans   des  calculs  sans  fin,    car  la  nature 
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elle-même  a  fait  le  calcul.  Brewster  et  plus  récemment 
M.Schultze  (Verhandl.d.rheinl.Gesellsch.  1861)  ont,  comme 
on  sait,  montré  que  des  corps  disposés  en  couches  minces 
sont  doublement  réfringents. 

Par  ce  fait  il  devient  manifeste  qu'une  périodicité 
dans  la  structure  intérieure  des  corps  doit  entraîner  la 
double  réfraction.  En  second  lieu  on  voit  immédiatement 
que  l'épaisseur  des  couches  d'un  corps  hétérogène  doit 
influencer  la  marche  des  rayons  lumineux  d'une  manière 
dépendant  de  la  longueur  d'onde,  et  que  par  conséquent 
la  dispersion  tout  au  moins  peut  être  déduite  de  la  périodi- 
cité des  coefficients,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les  équa- 
tions différentielles  qui  servent  de  fondement  à  notre 
théorie.  On  voit  de  plus  d'une  manière  simple,  par 
cette  explication  de  la  dispersion,  par  quelle  raison  elle 
est  liée  aux  corps  et  n'a  pas  lieu  dans  le  vide. 

Mais  si  d'un  côté  la  supposition  d'une  périodicité 
dans  l'intérieur  des  corps  est  nécessaire  pour  édifier  la 
théorie  et  si  d'autre  part  elle  implique  dans  ses  consé- 
quences non  seulement  l'explication  de  la  polarisation 
circulaire,  par  laquelle  on  a  été  forcé  de  faire  cette  sup- 
position, mais  aussi  celle  de  la  double  réfraction  et  de  la 
dispersion,  qui  avait  donné  naissance  à  l'hypothèse  fon- 
damentale de  la  force  moléculaire,  cette  dernière  hypothèse 
devient  tout  à  fait  superflue,  et  une  hypothèse  qui  est 
superflue  est  fausse.  Tout  cet  appareil  d'hypothèses  ne  sera 
qu'un  complément  arbitraire  de  la  théorie,  dans  le  cas 
où  tout  peut  être  expliqué  par  la  seule  supposition  de  la 
périodicité. 

Ainsi  dans  l'optique,  comme  dans  les  autres  bran- 
ches de  la  physique  mathématique,  nous  nous  voyons 
forcés  d'abandonner  les  idées   ordinaires   sur   la  nature 
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des  forces  moléculaires.  Il  serait  très  peu  utile  de  cher- 
cher à  construire  la  théorie  de  la  lumière  au  moyen  de 
nouvelles  théories  physiques,  à  l'aide  de  suppositions 
nouvelles  sur  les  phénomènes  qui  se  passent  à  l'intérieur 
des  corps,  phénomènes  dont  il  est  peut-être  impossible 
de  se  faire  aucune  idée.  La  science  de  notre  temps  prend 
en  tout  une  direction  nouvelle  et  cherche  à  se  débar- 
rasser de  toutes  ces  idées  qui  ressemblent  à  des  feux 
follets  et  ne  sont  peut-être  pas  des  guides  meilleurs  que 
ne  le  furent  autrefois  les  idées  qui  régnaient  du  temps 
de  Bacon. 

Dans  la  théorie  de  la  lumière  nous  n'avons  pas  besoin 
d'autres  quantités  que  de  celles  qui  peuvent  être  obser- 
vées directement  ou  indirectement.  Ces  quantités  sont 
l'intensité,  la  vitesse,  la  direction  de  la  propagation,  la 
couleur,  la  phase  et  enfin  la  position  du  plan  de  polari- 
sation. La  lumière  ne  fait  pas,  comme  on  sait,  une  im- 
pression instantanée  sur  notre  œil,  et  l'intensité  mesurée 
est  par  conséquent  une  moyenne  ou  la  somme  de  toutes 
les  impressions  pendant  un  petit  intervalle  de  temps; 
mais  si  nous  supposions  l'œil  capable  d'observer  l'inten- 
sité à  chaque  instant  particulier  et  en  chaque  point  de 
l'espace,  il  pourrait  déterminer  non  seulement  l'intensité 
moyenne,  mais  aussi  la  vitesse,  la  direction  de  propaga- 
tion, la  couleur  et  la  phase,  car  toute  variation  de  ces 
quantités  modifierait  l'impression. 

Pour  cette  raison  nous  pouvons  embrasser  toutes  ces 
quantités  dans  une  seule  notion,  celle  de  l'intensité  dans 
un  sens  étendu.  Mais  outre  cette  fonction  du  temps  et  des 
coordonnées  de  l'espace,  nous  avons  encore  besoin,  de  deux 
fonctions  nouvelles,  et  de  deux  seulement,  pour  déterminer 
la  position  du  plan  de  polarisation;  la  lumière  est  donc 
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complètement  déterminée  à  chaque  moment  et  en  chaque 
point  de  l'espace  par  trois  quantités  dépendant  du  temps 
t  et  des  coordonnées  x,  y,  z  du  point. 

Le  problème  à  résoudre  est  maintenant  de  trouver 
trois  équations  aux  dérivées  partielles  valables  pour  tous 
les  milieux  et  qui  expriment  la  dépendance  mutuelle  des 
trois  quantités  en  question,  fonctions  des  variables  x,  y,  z,  t. 
De  ces  équations  on  devra  pouvoir  déduire  tous  les 
phénomènes  de  la  lumière,  ceux  seulement  exceptés  qui 
dépendent  de  forces  inconnues  comme  les  forces  élec- 
triques ou  chimiques.  De  ces  phénomènes  on  ne  peut  au 
contraire  déduire  que  les  équations  fondamentales  et  non 
une  théorie  physique  ;  on  pourrait  aussi  bien  chercher  une 
telle  théorie  dans  la  réflexion  par  un  miroir  concave  ou 
dans  la  réfraction  par  une  lentille  que  dans  la  diffraction, 
la  double  réfraction,  etc.  Au  contraire  l'explication  est 
peut-être  cachée  dans  les  forces  inconnues  dont  nous 
venons  de  parler. 

Si  nous  cherchons  les  trois  équations  aux  dérivées 
partielles  qui  doivent  servir  de  point  de  départ  à  notre 
théorie,  il  est  évident  qu'on  ne  peut  y  introduire  im- 
médiatement l'intensité  et  la  position  du  plan  de  polari- 
sation, mais  que  celles-ci  doivent  être  remplacées  par  trois 
quantités  auxiliaires  dépendant  des  premières.  Soient  ç,  jy,  f 
ces  quantités  auxiliaires,  que  nous  appellerons  simplement 
les  composantes  de  la  lumière.  Je  ne  m'arrêterai  pas  sur 
la  méthode  ou  sur  la  manière  dont  les  trois  équations 
ont  été  déduites  dans  le  mémoire  qui  précède,  car  ces 
équations  une  fois  trouvées,  la  manière  dont  elles  l'ont 
été  sera  presque  sans  intérêt;  l'admissibilité  des  équations 
sera  démontrée  par  le  fait  qu'elles  peuvent  expliquer 
tous  les  phénomènes  de  la  lumière,    ceux  exceptés   qui 
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dépendent  de   forces   inconnues.     Ces  équations  seront, 
sous  une  forme  un  peu  modifiée  et  en  omettant  les  traits 
note  3.  horizontaux*  sur  les  composantes, 


dy  [dy  dx)  ~  dz  [d^~  dz)  ~  H?dt2 
dz  [dz  dy)  ôx[ôy  dx)  ==  ùj2 dt2 
)       dy[dz      dy) 


dx  [dx      dz)       dy[  dz      dy)  ~~  ~  co2  dt2 


W 


Ces  équations  doivent  être  complétées  par  deux  autres 
qui  expriment  les  relations  de  l'intensité  et  de  la  position 
du  plan  de  polarisation  avec  les  composantes  $,  y,  £ 
l'intensité  I  étant  exprimée  par 

et  l'équation  du  plan  de  polarisation  étant 

S(x'-x)  +  r)(y'-y)  +  C(*'-z)  =  0, 

où  x\  y\  zf  désignent  les  coordonnées  courantes  de  ce 
plan.  Les  composantes  sont  donc  proportionnelles  aux 
cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  au  plan  de  pola- 
risation avec  les  trois  axes  de  coordonnées. 

La  quantité  co  est  une  fonction  de  x,  y,  z,  qui 
pour  un  milieu  homogène  se  réduit  à  une  constante. 
Dans  ce  cas  les  équations  prendront  une  forme  simple 
bien  connue,  et  on  peut  de  ces  équations  déduire  les 
lois  connues  de  la  lumière  dans  les  milieux  homogènes, 
ainsi  que  les  lois  de  la  diffraction  (pourvu  qu'elle  ne 
soit  pas  compliquée  d'une  réflexion  et  d'une  réfraction 
simultanées),  celles  des  l'interférence  et  de  la  polarisation 
du  rayon  diffracté  et  celle  de  la  diminution  de  l'intensité 
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de  la  lumière  émanée  d'un  point  lumineux  en  raison  du 
carré  de  la  distance.  Il  n'est  pas  nécessaire  que  je 
m'arrête  ici  sur  la  manière  dont  ces  lois  peuvent  être 
déduites  des  équations  bien  connues,  et  je  regarderai 
comme  un  fait  connu  et  démontré  que  ces  équations  sont 
admissibles  pour  les  milieux  homogènes.  Il  résulte  de 
la  forme  des  intégrales  que  la  lumière  peut  être  regardée 
comme  un  mouvement  ondulatoire,  mais  qu'on  ne  peut 
pourtant  se  former  aucune  idée  exacte  de  ce  mouvement, 
ce  que  rendent  manifeste  les  développements  précédents. 
Les  intégrales  montrent  de  plus  que  w  est  la  vitesse  de 
propagation. 

Si  nous  passons  à  l'étude  des  corps  hétérogènes,  on 
voit  aussitôt  qu'un  certain  arbitraire  s'attache  à  la  déter- 
mination des  notions  de  l'intensité  et  du  plan  de  polari- 
sation par  la  raison  qu'elles  ne  peuvent  pas  être  déter- 
minées par  des  expériences.  En  conséquence  on  a  fixé 
arbitrairement  le  plan  de  polarisation  comme  pour  les 
milieux  homogènes,  tandis  que  l'intensité  est  déterminée 
par  la  condition  que  la  somme  des  intensités  totales  de 
la  lumière  réfractée  et  réfléchie  soit  égale  à  l'intensité 
de  la  lumière  incidente,  si  le  corps  réfringent  est  par- 
faitement transparent  et  homogène.  Qu'un  tel  corps  se 
rencontre  en  effet  dans  la  nature,  c'est  ce  qui  est  ici 
tout  à  fait  indifférent.  Pour  parvenir  à  ce  résultat,  on 
pourrait,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  précédent 
mémoire,  multiplier  les  composantes  par  une  puissance 
arbitraire  de  co  et  déterminer  ensuite  cette  puissance  par 
la  condition  exprimée  ci-dessus;  mais  on  verra  tout  de 
suite  qu'on  a  déjà  satisfait  à  cette  condition  par  l'équa- 
tion de  l'intensité  donnée  plus  haut. 

Dans  le  précédent  mémoire  j'ai  déduit  des  équations 
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différentielles  les  lois  de  la  double  réfraction,  de  la  po- 
larisation circulaire  et  de  la  dispersion;  de  plus  j'ai 
montré  par  l'intégration  de  ces  équations  quels  sont  les 
principes  qu'il  faut  appliquer  pour  calculer  la  réflexion  et 
la  réfraction,  car  j'ai  trouvé  que  les  quatre  quantités 

^     ;'     dx      %'     Ôx       Ôz 

doivent  être  égales  des  deux  côtés  du  plan  des  coor- 
données yz,  que  nous  prenons  pour  plan  de  séparation 
des  deux  milieux.  Avant  de  chercher  à  développer  les 
conséquences  des  résultats  déjà  obtenus,  je  démontrerai, 
comment  on  peut  déduire  des  conditions  susdites  rela- 
tives au  plan  de  séparation  une  théorie  de  la  réflexion 
et  de  la  réfraction  qui  concorde  avec  l'expérience. 
Neumann  a,  comme  on  sait,  traité  ce  problème  d'une 
manière  très  complète  dans  ses  travaux  classique  sur 
la  réflexion  et  la  réfraction  de  la  lumière,  et  les 
résultats  de  ses  calculs  ont  toujours  été  confirmés  par 
l'expérience.  Cependant  ses  suppositions  semblent  au 
premier  coup  d'oeil  tout  à  fait  contraires  aux  nôtres: 
pour  lui  les  vibrations  de  la  lumière  sont  situées  dans 
le  plan  de  polarisation  et  dans  le  plan  de  l'onde,  l'inten- 
sité de  la  lumière  est  mesurée  par  le  carré  de  l'ampli- 
tude, et  enfin  les  quatre  conditions  qu'il  obtient  pour  le 
plan  de  séparation  sont  toutes  différentes  de  celles  que 
nous  avons  posées.  Mais  si  nous  faisons  abstraction  du 
sens  physique  qu'il  a  donné  aux  composantes  de  la 
lumière,  on  verra  aussitôt  qu'il  s'est  servi  de  quantités 
auxiliaires  différentes  des  nôtres.  Soient  £',  r/,  Ç  les 
composantes  de  Neumann;  nous  allons  chercher  les 
relations  qui  existent  entre  ces  composantes  et  les  nôtres. 
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On  a  démontré  dans  le  précédent  mémoire  qu'on 
peut  développer  les  composantes  f,  37,  C  en  séries  de 
termes  qui  contiennent  un  facteur  variable  de  la  forme 

cos  (kt  —  Ix  —  my  —  nz  —  A) , 

Je,  l,  m,  n  étant  des  constantes,  A  étant  au  contraire  en 
général  une  fonction  de  x,  y,  z,  qui  n'est  remplacée  par 
une  constante  que  dans  le  premier  terme  de  la  série. 
La  partie  de  ces  séries  qui  dépend  d'un  A  variable  repré- 
sente un  mouvement  périodique,  qui  varie  avec  la  pério- 
dicité de  la  structure  du  corps.  L'autre  partie  des  com- 
posantes, que  nous  désignerons  par  f, ,  yt1  f, ,  représente 
au  contraire  le  vrai  mouvement  perceptible,  qui  se  pro- 
page en  ondes  planes. 

En  vertu  des  équations  différentielles  (A),  on  aura 

k2 

-2£=  m  (m$,  —  ly,)  —  n(lÇs  —  n$t) -{-... 

les  termes  suivants  ne  contenant  que  l'autre  partie  des 
composantes.  En  multipliant  par  f,  on  peut  en  déduire 
l'équation  suivante 

k2 

—  ¥  =  m$s  (m$s—  lyt)  —  n  £  (lÇâ—  n$s)  + . . . 

L'intensité  de  la  lumière  perceptible,  que  nous  dé- 

1 
signerons  par  Is,  est  la  partie  de  l'expression  — -2  (£2+  rf-\-  C) 

qui  ne  dépend  que  d'un  A  constant;  on  trouvera  aisé- 
ment qu'elle  est  déterminée  par  l'équation 

i  -  i[(ny*-ntÇsy+(lÇs-n$s)2+(m$s-lVsyi 
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Si  la  même  quantité  est  exprimée  par  les  compo- 
santes de  Neumann,  nous  obtiendrons 

D'autre  part  on  sait  que  $g,  yt,  C«  sont  proportionnels 
aux  cosinus  des  angles  que  fait  la  normale  au  plan  de 
polarisation  de  la  lumière  perceptible  avec  les  axes  de 
coordonnées  et  que  les  composantes  de  Neumann  sont 
au  contraire  situées  dans  ce  plan.     Par  suite  on  aura 

De  plus  la  dernière  résultante  est  située  dans  le  plan 
de  l'onde,  d'où  l'on  peut  déduire 

De  ces  équations  résulteront  les  relations  suivantes 
entre  les  deux  sortes  de  composantes 

k$'=  nys  —  mÇt,     krj '=  lZ»  —  nÇt%     kÇ  =  w£  — fy,, 

équations  que  nous  pourrons  aussi  écrire  sous  la  forme 


NOTE  4.     —  =--    ^J-- 


dr)s 

ÔÇs 

Bj        ÔÇ.      Ô$s 

dJH  —  dJ?—dJ3i  * 

dz 

~V 

dt      '  dx       dz' 

dt        dy       dx  ' 

Nos  conditions  relatives  au  plan  de  séparation,   qui 
peuvent  s'écrire  de  la  manière  suivante 

x=e 


y 


-  o,  [d'=o, 


dx       dy 


=  0, 


dx     dz 


o, 


Jx  =  0 


e  ayant  une  valeur  infiniment  petite,   seront  maintenant 
exprimées  au  moyen  des  nouvelles  composantes. 

Des  deux  dernières  équations  il  suit  immédiatement 
que 


•  T=  £ 

X  =  s 

=  0    et 

c 

=  0. 

-  x  =  0 

.T  =  0 
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Des  deux  premières  équations  on  peut  déduire 

BU 


Ôz 


et  par  conséquent  on  aura 


o, 


ix  =  0 


0. 


#=0 


Les  trois  composantes  auront  donc  les  mêmes  valeurs 
des  deux  côtés  du  plan  de  séparation  des  deux  milieux, 
ce  qui  est  en  pleine  concordance  avec  les  suppositions 
préliminaires  de  Neumann. 

La  quatrième  condition  relative  au  plan  de  sépara- 
tion, que  nous  pouvons  exprimer  au  moyen  de  nos  com- 
posantes sous  la  forme 


mrjs+nÇs 


0, 


NOTE  5. 


peut   être  exprimée  à  l'aide  des  nouvelles  composantes 
de  la  manière  suivante. 

Nous  désignerons  par  q  l'angle  que  fait  la  normale 
au  plan  de  l'onde  avec  le  rayon  de  lumière.  Cet  angle 
étant  le  même  que  celui  que  fait  notre  résultante  avec 
le  plan  de  l'onde,  on  aura,  comme  nous  l'avons  démon- 
tré dans  le  mémoire  précédent,  ^ 


NOTE  6. 


smq  =  -^ 


lçs  +  mys  +  nÇs 


d'où  il  suit  que 


vr+nt+ttvz+fi  +  ç 


V(nVs  -  mOY  +  {10-  n&y  +  (ro&  - fys)2 


152 


Des  expressions  ci -dessus  de  yj  et  Ç  on  peut  de 
plus  déduire 

k(nrj'-mÇ)  =  l(mys  +  nÇs)-(m2+n2)$s. 

Si  nous  éliminons  £  entre  ces  deux  équations  après 
avoir  remplacé  le  dénominateur  de  la  première  par 
kV$'2+y'2+C,  nous  obtiendrons 

et  cette  expression  aura  par  conséquent  les  mêmes  va- 
leurs des  deux  côtés  du  plan  de  séparation. 

Si  nous  introduisons  les  notations  de  Neumann,  et 
si  nous  désignons  comme  lui  par  <p  l'angle  que  fait  le 
plan  de  l'onde  avec  le  plan  réfringent  (plan  des  y z)  et 
par  </>  l'angle  que  fait  la  nouvelle  résultante  avec  l'inter- 
section  du  plan  de  l'onde  et  du  plan  réfringent,    nous 

aurons 

l 

r    =    COS  <p  , 


l//2+m2  +  W: 


ny'-mC=  ±  cos  ^  W  +  roVfH-^+C1. 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équa- 
tion de  condition,  elle  prendra  la  forme  suivante 

[V?2  +  y'2+C  (cos<p  sin^  cos^  ±  siir>  tg  q)]  =  0. 

Cette  condition  est  précisément  en  concordance  avec 
la  supposition  de  Neumann,  si  le  double  signe  est  déter- 
miné arbitrairement  de  la  même  manière  que  le  fait 
Neumann.  Au  fond  Neumann  est  parti  de  l'hypothèse 
que  l'intensité  totale  de  la  lumière  incidente  est  égale  à 
la  somme  des  intensités  de  la  lumière  réfractée  et  de  la 
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lumière  réfléchie,  mais  il  remplace  cette  supposition  par 
la  condition  ci-dessus.  Inversement  nous  pouvons  con- 
clure que  nos  quatre  équations  de  condition  impliquent 
le  théorème  de  la  conservation  de  l'énergie  et  que  par 
suite  notre  équation  de  l'intensité,  qui  doit  satisfaire  à 
cette  condition,  a  été  choisie  correctement. 

Après  avoir  déduit  de  cette  manière  les  suppositions 
de  Neumann  des  nôtres,  nous  pouvons  dire  que  le  pro- 
blème proposé  est  complètement  résolu,  car  il  suit  à 
présent  des  résultats  obtenus  que  la  théorie  de  la  réflexion 
et  de  la  réfraction  développée  par  Neumann,  qui  est 
d'accord  avec  l'expérience,  peut  aussi  être  développée 
en  partant  de  nos  équations  fondamentales. 

Nous  voici,  comme  auparavant  dans  la  théorie  de  la 
double  réfraction,  parvenus  à  une  station  qui  peut  servir 
de  point  de  départ  à  la  partie  formelle  de  la  théorie  de 
la  lumière,  et  grâce  au  développement  considérable  qu'a 
reçu  cette  partie  de  la  théorie,  nous  avons  sous  les  yeux, 
sans  que  nous  ayons  besoin  de  faire  un  pas  en  avant, 
toute  une  partie  de  la  théorie  de  la  lumière  comme  une 
simple  conséquence  de  notre  théorie. 

Si  la  théorie  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  n'avait 
pas  déjà  auparavant  reçu  un  tel  développement,  nous 
ne  chercherions  pas  à  exprimer  les  conditions  relatives 
aux  limites  par  d'autres  quantités  auxiliaires  que  par  nos 
composantes,  car  c'est  avec  celles-ci  que  les  conditions 
relatives  aux  limites  aussi  bien  que  les  lois  de  la  double 
réfraction  prendraient  la  forme  la  plus  simple,  et  pour 
cette  raison  les  calculs  effectués  au  moyen  de  ces  com- 
posantes seraient  plus  courts  et  plus  élégants. 
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Dans  les  calculs  en  question  nous  avons  tenu  compte 
de  l'effet  immédiat  de  la  partie  périodique  des  composantes 
qui  doit  accompagner  toute  onde  lumineuse  dans  les 
corps  périodiquement  hétérogènes  et  qui  dépend  de  cette 
partie  périodique;  mais  il  faut  aussi  mentionner  un  effet 
secondaire  du  mouvement  périodique  des  deux  milieux, 
une  réaction  mutuelle  qui  ne  sera  pas  sans  influence 
sur  le  mouvement  lumineux  visible.  Ici  comme  partout 
dans  la  nature,  se  rencontre  une  perturbation,  et  ce  petit 
écart  par  rapport  aux  résultats  obtenus  pourra  peut-être 
aussi  être  mis  en  évidence  par  l'expérience.  Si  les  deux 
milieux  étaient  homogènes,  les  résultats  du  calcul  tels 
que  le  théorème  de  la  conservation  de  l'intensité  seraient 
parfaitement  exacts,  mais  ils  ne  le  seraient  plus  dans  le 
cas  contraire.  C'est  ce  qu'on  peut  aussi  voir  immédiate- 
ment, car  une  partie  de  la  quantité  originelle  de  lumière 
doit  nécessairement  s'évanouir  par  la  formation  du  mouve- 
ment périodique  de  l'onde  dans  le  corps.  J'omets  ici 
une  autre  perturbation  sur  laquelle  j'ai  déjà  auparavant 
appelé  l'attention  (Pogg.  Ann.,  t.  111;  second  mémoire 
de  cette  édition)  et  qui  résulte  de  ce  que  la  surface  de 
séparation  des  corps  n'est  pas  un  plan  mathématique- 
ment exact. 

La  perte  de  lumière  visible  dont  nous  venons  de 
parler  ne  doit  pas  être  confondue  avec  celle  qui  est  pro- 
duite par  simple  absorption.  Cette  dernière  peut  facile- 
ment être  calculée.  Les  recherches  nouvelles  sur  la 
réflexion  et  la  réfraction  par  les  corps  imparfaitement 
transparents  et  par  les  métaux  ont  en  effet  donné  ce 
résultat  remarquable,  que  les  lois  admissibles  pour  les 
corps    transparents   sont    encore   valables    dans    ce   cas, 
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sauf  que  l'indice  de  réfraction  prend  ici  la  forme  com- 
plexe  a-^rb)/ — 1. 

De  ce  fait  nous  pouvons  déduire  la  conséquence 
importante  que  nos  équations  différentielles  sont  admis- 
sibles non  seulement  pour  les  corps  transparents,  mais 
pour  tous  les  corps  sans  exception.  On  voit  également,  si 
nous  cherchons  à  déterminer  l'indice  de  réfraction  par 
le  développement  des  composantes  en  série,  ainsi  que 
nous  l'avons  fait  dans  le  précédent  mémoire,  qu'il  peut 
aussi  prendre  cette  forme  plus  générale;  cependant  il  est 
difficile  d'indiquer  les  conditions  dans  lesquelles  ceci  aura 
lieu.  11  semble  pourtant  que  cela  se  produira  vraisem- 
blablement si  la  distance  de  deux  points  de  même  nature 
situés  à  l'intérieur  d'un  corps  n'est  pas  petite  en  com- 
paraison de  la  longueur  d'onde.  C'est  pour  cette  raison 
qu'un  corps  transparent  pulvérisé  cessera  d'être  trans- 
parent. 

Si  nous  comparons  les  résultats  du  mémoire  précé- 
dent avec  ceux  du  présent  travail,  nous  reconnaîtrons 
que  nous  sommes  parvenus  à  notre  but:  déduire  de  nos 
équations  fondamentales  tous  les  phénomènes  de  la 
lumière  qui  ne  dépendent  pas  de  forces  inconnues,  élec- 
triques ou  chimiques;  on  voit  que  l'explication  de  la 
double  réfraction,  de  la  polarisation  circulaire,  de  la  dis- 
persion, de  la  réflexion,  est  une  simple  conséquence  de 
ces  équations.  Il  m'est  permis  ici  d'omettre  la  théorie 
générale  de  la  diffraction  parce  qu'elle  ne  donne  aucun 
contrôle  de  notre  théorie.  Pour  des  corps  homogènes 
elle  peut  facilement  être  déduite  de  nos  équations;  mais 
si  le  phénomène  se  complique  en  même  temps  d'une 
diffraction  et  d'une  réflexion,  la  difficulté  se  trouve  plutôt 
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dans  la  recherche  des  conditions  qui  correspondent  à 
chaque  expérience  que  dans  le  calcul  lui-même,  et  la 
concordance  des  calculs  et  des  expériences  démontrerait 
plutôt  l'admissibilité  des  conditions  choisies  qu'elle  ne 
serait  un  contrôle  de  la  théorie.  Pour  cette  raison  je 
crois  que  je  puis  considérer  comme  terminé  l'examen  de 
la  légitimité  des  nos  équations  fondamentales,  et  j'appel- 
lerai l'attention  sur  quelques  conséquences  ultérieures  de 
nos  résultats. 

Le  coefficient  périodique  w  qui  entre  dans  nos  équa- 
tions peut  en  général  être  exprimé  par  la  formule 

1  1  [\    i    y,  on-  W  +  hpy  +  ÇpZ  +  dP\ 

^~  în1+2£pC0S~     ~o~~      r 

où  J2,  ep,  ...  sont  des  quantités  constantes,  comme  je 
l'ai  démontré  dans  le  précédent  mémoire.  D'après  cette 
formule,  les  corps  sont  regardés  comme  composés  de 
plusieurs  systèmes  de  couches  parallèles,  dont  l'épaisseur 
est  ap  et  dont  la  normale  fait  avec  les  axes  de  coordon- 
nées des  angles  dont  les  cosinus  sont  ap,  bp,  cp.  De  plus 
soient  a,  è,  c  les  vitesses  des  composantes  dans  les  direc- 
tions des  axes  et  au,  a^,  a^  trois  quantités  liées  à  ces 
vitesses  par  les  équations 

_  J^  _  £  _^ 

aU     -  =      a2   I  «22    —      bt    I         «33     —       c2    « 

C<es  dernières  quantités  peuvent  être  exprimées  au 
moyen  des  constantes  du  corps,  comme  je  l'ai  démontré 
dans  le  précédent  mémoire  (Pogg.  Ann.,  t.  118,  p.  131; 
p.  110  de  cette  édition),  et  l'on  trouvera  aisément,  pour 
ap  =  0, 
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Si  le  corps  est  par  exemple  disposé  en  couches  paral- 
lèles à  une  direction  unique,  et  si  nous  prenons  la  nor- 
male à  ces  couches  pour  axe  des  x,  nous  aurons  bp 
=  Cp  =  0.  Par  conséquent  les  vitesses  b  et  c  devien- 
dront égales  et  la  quantité  a  ou  la  vitesse  de  propaga- 
tion de  la  composante  dans  la  direction  de  la  normale 
aura  la  plus  grande  valeur.  Un  tel  corps  se  comporte 
donc  comme  un  cristal  négatif  doublement  réfringent  à 
un  axe,  dont  l'axe  est  perpendiculaire  aux  couches  du 
corps.  Ce  résultat  est  en  concordance  avec  les  expériences 
de  M.  Schultze  (Verh.  der  rheinl.  Gesell.    1860).     Si  nous 

appelons  0  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  vide,  —  sera 

et 

l'indice   de   réfraction   correspondant  à  la  vitesse  a,    et 
l'indice  moyen  sera  exprimé  par 


Cet  indice  moyen  est  indépendant  de  la  position 
des  axes  choisis,  même  si  les  petites  quantités  ap  ne  peu- 
vent être  tout  à  fait  négligées,  car  on  trouvera 


2     i   ^  sp  aP  rv  > 
d'où  l'on  déduira 


2-£;  +  Us}  a}  75, ,  *  *  NOTE  7. 


quantité  qui  est  indépendante  du  choix  des  axes. 

Dans    l'équation    précédente    nous    avons    posé    k 
2ttO 
=  ~y-*  À  désignant  la  longueur  d'onde,  et  cela  fait  voir  *  note  8. 

que  l'indice  moyen  de  réfraction  ou  le  carré  de  cet  indice 

prendra  la   forme  a  +  è-p-,    b  étant  une  quantité  posi- 
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tive.  Par  suite,  si  la  longueur  d'onde  devient  plus  petite, 
la  lumière  sera  plus  réfrangible,  loi  qui  a  toujours  été 
vérifiée;  il  peut  pourtant  se  faire  que  la  formule  approxi- 
mative ci -dessus  ne  suffise  pas  dans  le  cas  des  milieux 
absorbants,  et  qu'il  y  ait  alors  des  exceptions  à  la 
règle. 

La  forme  que  nous  avons  donnée  à  la  fonction  <o 
est  la  plus  simple  et  la  plus  commode  pour  les  calculs 
faits  jusqu'ici  ;  mais  si  nous  voulons  tirer  encore  quelques 
conclusions  relatives  à  la  constitution  intérieure  des  corps, 
il  sera  nécessaire  de  déterminer  avec  plus   de   précision 

les   constantes   qui   entrent   dans  la  formule.     Le  coeffi- 

1 
cient  —2  est  en  général  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire 

f(x,  //,  z),  mais  satisfaisant  toutefois  à  l'équation 

f(x,y,z)  =  f(x  +  Zpai,   y  +  2qfix,   z  +  ZrTl), 

où  p,  q,  r  sont  des  nombres  entiers  et  ax,  /9t,  yx  des  con- 
stantes très  petites.  Cette  condition  exprime  que  le 
corps  est  hétérogène,  de  telle  manière  que  l'hétérogénéité 
se  dérobe  à  l'observation  immédiate  par  une  périodicité 
qui  se  répète  si  vite  que  le  corps  est  apparemment 
homogène. 

Une  telle  fonction  peut  être  exprimée  par  la  for- 
mule bien  connue 


f(x,y,z)  =  2^~f(a,fi,r) 


i(x—a)     \(y—fi)  ,  \(z—  r) 
«i  fii  Tx 


■i,  tlf  i2  étant  des  entiers  qui  parcourent  toute  la  série 
des  nombres  de  —  oo  à  +  oc ,  et  l'intégrale  étant  prise 
entre  les  limites  — av  — fiv  — yx  e^  av  fiv  Tv  ®n  a  lQ* 
remplacé  dadftdy  par  dm  et  \dî3  =  ^a1fixyl  par  îà1. 

Si  l'on  exclut  de  la  somme  le  terme  correspondant 
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:  0,  si  de  plus  on  néglige  les  valeurs 
négatives  de  i  en  multipliant  la  somme  par  2,  et  que 
l'on  n'estime  les  termes  qui  correspondent  à  l'indice  i  =  0 
qu'à  la  moitié  de  leur  valeur,  on  obtiendra,  en  modifiant 
de  cette  manière  le  sens  du  signe  de  sommation, 

f(x,y,z)  =  J— / 
+  2^/f[cos7r(,'(ag""g)  +  ^(yr^)  +  *a(g"r)) 

J  ©i    L       \    «i  A  n     / 

/"(«,  /9,  f)  étant  remplacée  par  f*  *  note  9. 

Si  nous  comparons  cette  valeur  du  coefficient 

1 

—  =   /•(#,  y,  Z)  *  *  NOTE  10. 

avec  la  valeur  précédente,  nous  obtiendrons 

spcos^  =  2^^.socJ^  +  '¥  +  i:/:)' 

_2^r-sin,r(^  +  ¥  +  ^). 


.    dp 
sp  sin  -^ 


De  ces  deux  dernières  équations  nous  déduirons  la 
valeur  de  2e},  et  nous  simplifierons  l'expression  trouvée 
en  remplaçant  le  carré  d'une  intégrale  par  le  produit  de 
deux  intégrales  qui  toutes  deux  ont  la  même  valeur. 
Nous  aurons  alors,  en  désignant  par  des  accents  les 
variables  de  l'une  des  intégrales  et  en  écrivant  f  au 
lieu  de  f(a',  /9',  f), 


ou 


c  =  cos  „(*(«-«">  4-  U2=&  +  Ur-rt 
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et  par  suite,  en  vertu  de  l'équation  2  2\ —  C  =  f — \ —  f, 

Les  expressions  de  i?  et  2e}  obtenues  de  cette 
manière  peuvent  être  introduites  dans  l'expression  trouvée 
ci-dessus  pour  l'indice  moyen  de  réfraction.  Mais  comme 
nous  pouvons  supposer  que  les  expériences  sont  délivrées 
de  l'influence  perturbatrice  de  la  dispersion,  nous  pou- 
vons négliger  les  petites  quantités  ap  et  introduire  seule- 
ment les  quantités  nouvelles  dans  l'équation 

O2       02 
r2  —  —  —  — -  S?2 

r  étant  la  valeur  de  l'indice  moyen  de  réfraction  réduite. 

Nous  essayerons  à  présent  de  faire  une  application 
du  résultat  trouvé.  On  doit  cependant  remarquer  que 
la  dernière  équation  n'exprime  qu'approximativement  la 
valeur  de  r  dans  l'hypothèse  faite  au  commencement, 
que  les  quantités  ep  sont  petites. 

J'ai  bien  réussi  à  développer  la  valeur  exacte  de  r 
en  une  série  dont  les  premiers  termes  sont  donnés  par 
la  formule  ci-dessus,  et  j'indiquerai  les  calculs  quand  il 
en  sera  besoin;  mais  cette  formule  approximative  suffit 
pour  le  but  que  nous  avons  en  vue. 

On  sait  comment  l'idée  du  pouvoir  réfringent  a  paru 
dans  la  science  il  y  a  déjà  longtemps,  comment  la  théorie 
dominante  l'a  rejetée  comme  inutile,  et  comment  elle  a 
pourtant  toujours  reparu  et  gardé  une  certaine  admis- 
sibilité. Il  suffit  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  l'aperçu 
donné  dans  le  tome  116  de  ces  Annales  (les  Ann.  de 
Pogg.)  par  Albr.  Schrauff  du  pouvoir  réfringent  des  divers 
corps  pour  être  convaincu  d'une  certaine  régularité  dans 
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les  valeurs  de  cette  quantité.  On  voit  tout  d'abord  que 
le  pouvoir  réfringent,  qui,  débarrassé  de  la  dispersion, 
peut  être  exprimé  par 

M  = , 

P 

p  étant  la  densité  du  corps,  est  à  peu  près  constant 
pour  le  même  corps  quand  la  densité  varie,  et  qu'on 
peut  calculer  le  pouvoir  réfringent  des  mélanges  par  la 
formule  suivante 

Mp  =  M1pl+M9pn+..., 

p  étant  le  poids  du  mélange  et  les  lettres  affectées  d'in- 
dices correspondant  aux  différents  éléments  du  corps. 

Une  autre  loi  qui  semble  avoir  échappé  à  l'attention 
est  mise  en  évidence  par  le  même  aperçu  (p.  210),  à 
savoir  que  le  pouvoir  réfringent,  toujours  et  sans  excep- 
tion, décroît  un  peu  en  même  temps  que  l'indice  de 
réfraction.  C'est  précisément  la  présente  théorie  qui 
pour  la  première  fois  a  attiré  mon  attention  sur  cette 
décroissance. 

Ces  lois  empiriques  peuvent  en  effet  toutes  être 
déduites  de  notre  théorie.  Il  faut  toutefois  supposer  que 
les  corps  sont  composés  d'éléments  transparents,  les 
molécules,  séparés  par  des  intervalles  auxquels  corres- 
pond une  vitesse  de  la  lumière  qui  est  celle  de  l'espace 
vide.  De  plus  il  faut  que  ces  molécules  restent  in- 
variables pendant  que  ces  lois  sont  admissibles,  de 
telle  manière  que  chaque  variation  du  corps  n'influence 
que  l'étendue  des  intervalles  et  la  disposition  des 
molécules. 

Dans  l'intégrale 


£2 

il 
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nous  pouvons  donc  négliger  les  éléments  qui  correspon- 
dent à  l'espace  vide  au  dehors  des  molécules.  Gomme 
dans  le  vide  la  vitesse  de  la  lumière  (w)  est  égale  à  0  et 
que  par  suite 


nous  obtiendrons 


?  -  02  +  K  V       O2)' 


où  l'intégration   ne  s'étend  qu'à  la  partie  invariable   de 
l'espace  remplie  de  molécules,   p  étant  la  densité  du  corps, 
pTHl  gardera,  pour  toutes  les  variations  de  la  densité  du 
corps,  une  valeur  constante  que  nous  appellerons  c. 
Nous  aurons  par  suite 

1  1 

où 

®(oy—  i) 


S' 


est  une  quantité  indépendante  de  la  densité  du  corps. 
De  la  même  manière  on  peut  transformer  l'intégrale 

ÏÏf- 

Si  nous  posons 

S  =Ç^(0y—  1), 

où  l'intégration  correspond  à  la  partie  de  l'espace  remplie 
de  molécules,  nous  obtiendrons 

Zst>  —  -P    (i+ppy 

et  par  suite 

.    ,      _.    1     S—ZP  —  pP2 
r^l+pP-ip-  /     . 
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Le  dernier  terme  étant  très  petit  d'après  nos  hypo- 
thèses,   le   pouvoir  réfringent   sera   à  peu  près  constant 

et  égal  à 

r2 1 

M  = =  P. 

P 

Si  nous  tenons  compte  aussi  du  dernier  terme,  le 
pouvoir  réfringent  aura  approximativement  la  forme 

AT  —  0  —  4,* 

r 

Q  et  R  étant  deux  constantes  positives.  Le  pouvoir 
réfringent  décroît  donc  en  même  temps  que  l'indice  de 
réfraction. 

La  formule  donnée  ci-dessus 

1  1 

peut  être  appliquée  à  un  mélange  comme  à  tout  autre 
corps.  Si  la  densité  et  le  volume  de  chaque  élément 
étaient  à  l'origine  respectivement  pt,  p2,  ...,  vt,  v2,  ... 

et  si  le  mélange  remplit  l'espace  v,  les  éléments  du  mélange 

v  v 

auront  dans  ce  mélange  les  densités  px  -± ,   p2  -? ,   ... 

Les  constantes  Px,  P2,  ...  des  éléments  ne  varient 
pas  avec  les  densités,  et  par  conséquent  nous  aurons 

&       02[l-rpiv^i-Tp2V^2-t  •••;• 

Mais  vp,  vtpin  v2p2,  . . .  sont  proportionnels  au  poids 
du  mélange  et  de  chaque  élément  en  particulier,  et  par 
suite  nous  aurons,  p,  pv  p2,  ...  étant  les  poids, 

pP  =  pA+pA+  ... 


NOTE  11. 


NOTE  12. 
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De  la  même  manière  nous  obtiendrons 

pQ  =  P&+PA+  ■•• 
pr  =pA+pA+  ••• 

La  présente  théorie  ne  donne  donc  pas  seulement 
l'explication  de  la  constance  du  pouvoir  réfringent  et  de 
note  13.  la  formule  des  mélanges*,  elle  détermine  encore  avec 
plus  de  précision  ces  lois  et  montre  avant  tout  que  le 
pouvoir  réfringent  doit  décroître  avec  l'indice  de  ré- 
fraction. 

C'est  ce  que  l'expérience  confirme  parfaitement,  et 
nous  pouvons  ici  nous  contenter  de  ces  résultats,  car  il 
serait  inutile  d'examiner  de  plus  près  les  détails  des 
expériences,  en  partie  parce  qu'on  voit  immédiatement 
qu'on  peut  obtenir  une  meilleure  concordance  avec  deux 
constantes  qu'avec  une,  et  en  partie  parce  que  nos  for- 
mules ne  sont  qu'approximativement  exactes. 

Enfin  il  ne  sera  pas  dépourvu  d'intérêt  de  voir  quels 
renseignements  les  divers  phénomènes  lumineux  nous 
donnent  sur  la  constitution  intérieure  des  corps.  La 
double  réfraction  montre  en  premier  lieu  la  stratification 
régulière  des  corps,  stratification  qu'on  peut  déjà  voir 
immédiatement  à  leur  apparence  extérieure.  L'épaisseur 
des  couches  ne  peut  pourtant  pas  être  déduite  de  la  double 
réfraction,  car  celle-ci  aurait  encore  lieu,  même  si  les 
couches  étaient  infiniment  petites.  Mais  la  polarisation  cir- 
culaire et  surtout  la  dispersion  en  général  montrent  qu'en 
réalité  il  n'en  est  pas  ainsi,  mais  qu'il  se  trouve  dans 
tous  les  corps,  les  fluides  élastiques  eux-mêmes  à  peine 
exceptés,  une  stratification  de  dimensions  mesurables. 
La  polarisation  circulaire  montre  de  plus  qu'il  se  trouve 
dans  l'intérieur  de  certains  cristaux  un  défaut  de  symétrie, 
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ce  qu'on  peut  aussi  reconnaître  à  leur  apparence  exté- 
rieure, et  la  rareté  même  de  cette  polarisation  nous 
apprend  qu'un  tel  défaut  de  symétrie  n'est  pas  le  cas 
ordinaire.  Enfin  le  pouvoir  réfringent  montre  que  d'un 
côté  la  limite  de  la  périodicité  dans  l'intérieur  des  corps 
est  l'espace  vide,  et  que  par  suite  les  corps  sont  com- 
posés de  molécules  transparentes  séparées  par  des  inter- 
valles vides. 
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NOTES. 

NOTE  1.     Voir  l'analyse  du  mémoire  dans  les  „Fort- 
schritte  der  Physik".  t.  20,  p.  144. 

NOTE  2.     Lorenz  dit  que 

Sdx 
_* 

a  la  valeur  approximative 


<p    ~  -    6       ya-\-bcos  — 


(p     =     e        Vo2— 62  ^ 

si  a  a  une  valeur  très  petite.    Le  mémoire  ne  mentionne 
pas  les  limites  de  l'intégrale,  mais  on  peut  faire  la  suppo- 
sition qu'elles  sont  0  et  x.    Le  théorème  peut  alors  être 
déduit  de  la  manière  suivante,  si  a  >  b  >  0. 
On  sait  que 


dx  2  (\/<*— h  *    A 


y  +  bcosx  "=  VT^P  arct 
si  0  <  x  <  7r,  et  que  par  suite 
dx 


\a  +  bcosx        ]/a2—b2 

0 

d'où  l'on  déduit  facilement 


s 
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TtlTZ 

dx  mn 


\a-\-b  cos  x  Va2—  b2  ' 

'o 

où  m  est  un  nombre  entier.  Par  conséquent  on  aura 

X  l                                                    X 

dx                  (*â     dx  I     mit        ,  (*~â     dx 


\  a  -f-  &  cos  -  \a 

Jo  «  J. 


-|-  b  cos  #  il/ a2—  62       \a  -\-  b  cos  # 


où mx<Ciz.    Mais  si  «  a  une  valeur  très  petite,  on 

a 

aura  approximativement 


a-\-b  cos  -        VV —  b2 
a 

0 


NOTE  3.  En  ce  qui  concerne  les  traits  horizontaux, 
voir  le  mémoire:  Sur  la  théorie  de  la  lumière  (quatrième 
mémoire  de  cette  édition). 

NOTE  4.  Les  équations  sont  identiques  à  celles 
qui  précèdent,  si  l'on  fait  la  supposition  que  toutes  les 
quantités  fi,  37,,  £,  £'1  y,  C  sont  de  la  forme 

V~l  {kt—lx—my—nz) 

A  •  e 

NOTE  5.  Si  les  composantes  de  la  lumière  sont 
exprimées  comme  ci-dessus,  la  condition  sera  exprimée 
par  l'équation 


dy  ~r  dz 


X=  £ 

-  o, 

x  =  0 


et  celle-ci  peut  aisément  être  déduite   des   équations  de 
condition  données. 
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NOTE  6.     Voir  p.  113  de  la  présente  édition  (Pogg. 
Ann.,  t.  118,  p.  133). 

NOTE  7.     D'après  le  mémoire  cité  ci-dessus  (Pogg. 
Ann.,  t.  118,  p.  130;  cette  édition,  p.  109)  on  aura 

(ç+'np+ni—jpjSipp)  =  f  [(^2—  lp)^~lPmPVo-lPnpC0 
et  d'après  le  même  mémoire,  p.  129  (cette  édition,  p.  108), 

£0  +  2j$(±pP)  —  aj0  +  a12y0  +  a13C0 
et  par  conséquent 

a„  =  1  4- 1 


\i)  \s?~~1*) 


lp  +  ml  -\-  ni  — 


S? 


(f  )  (]?a2p-(ap+iapy) 


(aP 4=  lapy+  (bp 4=  rnap)2+  (lp  ±  na.pf—  al  -^ 

Si  nous  développons  le  second  membre  de  cette 
équation  en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de 
av,  tous  les  termes  d'ordre  impair  s'évanouiront.  Si  nous 
nous  bornons  aux  termes  qui  contiennent  tout  au  plus 
la  seconde  puissance  de  ap,  nous  aurons 

an  =  l-J-|^+^|[|(l_^)  +  a;(Z2+m24-^) 

—  4  al  (lap  4-  mbp  4-  ncp)2  —  (l2  —  4  lap  (lap  -\-mbp-\-  ncp) 

On  obtiendra  l'expression  du  mémoire  par  l'addition 
de  cette  expression  et  des  deux  expressions  analogues 
pour  a^  et  am.    Il  est  pourtant  impossible  de  savoir  ici 
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l'ordre   des  termes  négligés  et   par  conséquent  le   degré 
de  l'approximation  obtenue. 

NOTE  8.    Si  k  =  — r— ,  X  désigne  la  longueur  d'onde 
/ 

dans  le  vide.    La  vitesse  du  front  de  l'onde  dans  le  corps 

k 
est  égale  à  =   et  par  suite  la  longueur  d'onde 

sera  ici 

b   = 


NOTE  9.  L'explication  de  la  notation  n'est  pas  ici 
tout  à  fait  correcte.  Le  but  de  la  notation  modifiée  est 
de  réunir  en  un  seul  tous  les  termes  qui  ne  diffèrent 
que  par  le  signe  du  terme 

«i    ^  '   A  r,     ' 

Pour  cette  raison  on  prend  le  double  de  la  valeur  de 
chaque  terme,  le  premier  seul  excepté,  et  si  i  diffère  de 
zéro,  on  ne  donne  à  i  que  des  valeurs  positives;  et  de 
même  si  i  est  égal  à  zéro,  mais  que  ix  diffère  de  zéro, 
on  ne  donne  à  *,  que  des  valeurs  positives;  et  enfin  si 
i  =  i%  =  0,  mais  que  i2  diffère  de  zéro,  on  ne  donne 
à  i%  que  des  valeurs  positives. 

NOTE  10.  Dans  la  série  (1)  (Pogg.  Ann.,  1. 1 18,  p.  125; 
cette  édition,  p.  106),  les  différents  termes  sont  supposés 
identiques  à  ceux  de  la   série  de   Fourier  qui   exprime 

NOTE  11.     On  trouve 

M=ÏP.     1S~P 


3*       'H+pP' 
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où  S—  P  est  positif,  car  cette  valeur  est  plus  grande 
que  S — 2P — pP\  qui  a  une  valeur  positive,  et  r2  étant 
approximativement  égal  à  1+^P,  on  aura  l'expression 
du  mémoire  en  posant 

NOTE  12.    La  formule  donnée  résulte  de 

si  l'on  tient  compte  de  la  formule  suivante,  dont  on 
reconnaît  immédiatement  la  légitimité  et  qui  peut  s'écrire 

pvP^PlvlPl+p9v9Pt+... 

NOTE  13.    La  formule 

Mp  =  MlPl  + M2p2+ . . . 
est  identique  à  la  formule 

pp  -  p,p,+-p,p,+  ---, 

si  l'on  se  contente  de  l'approximation  M  =-  P;  mais  on 
ne  sait  pas  si  la  formule  est  encore  valable  quand 
on  pose 


SUR  L'IDENTITÉ 

DES  VIBRATIONS  DE  LA  LUMIÈRE 

ET  DES  COUEANTS  ÉLECTRIQUES. 


SUR  L'IDENTITE  DES  VIBRATIONS  DE  LA  LUMIERE 
ET  DES  COURANTS  ÉLECTRIQUES. 

VID.  SELSKABS  OVERS.  1867,  P.  26-45. 
POGG.  ANN.  T.  CXXXI.  P.  243-263.*  *  NOTE  1 

Jua  science  est,  comme  on  sait,  parvenue  dans  notre 
siècle  à  constater  un  si  grand  nombre  de  relations  entre 
les  différentes  forces,  entre  l'électricité  et  le  magnétisme, 
la  chaleur  et  la  lumière,  les  forces  chimiques  et  les  forces 
moléculaires,  qu'on  est  presque  nécessairement  conduit 
à  les  considérer  toutes  comme  des  expressions  d'une  seule 
et  même  force  qui,  suivant  les  circonstances,  se  mani- 
feste sous  des  formes  différentes.  Telle  est  aussi  l'idée 
qui  a  présidé  aux  travaux  des  plus  grands  savants  de  notre 
époque;  mais  il  s'en  faut  de  beaucoup  qu'on  ait  réussi 
à  la  faire  passer  dans  la  théorie,  et  si  l'on  a  démontré 
expérimentalement  l'existence  d'une  relation  entre  les 
différentes  forces,  on  n'a  cependant  pas  pu  l'expliquer, 
si  ce  n'est  dans  quelques  cas  isolés.  En  effet  Ampère  a 
bien  donné  une  explication  théorique  du  rapport  qui 
existe  entre  l'électricité  et  le  magnétisme  —  explication 
qui  ne  renferme  toutefois  aucune  preuve  de  son  hypo- 
thèse des  courants  particulaires  spontanés  et  permanents  — 
de  même  que,  depuis  Melloni,  on  a  été  de  plus  en  plus 
amené  à  admettre  l'identité  de  la  lumière  et  de  la  cha- 
leur rayonnante.     Mais   ces   théories   sont  encore  tout  à 
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fait  isolées  comme  des  anneaux  d'une  grande  chaîne,  et 
on  est  si  loin  de  pouvoir  établir  théoriquement  l'idée  de 
l'unité  des  forces,  que  maintenant  encore,  presqu'un  demi- 
siècle  après  la  grande  découverte  d'Œrsted,  on  considère 
généralement  les  deux  électricités  comme  des  fluides  impon- 
dérables, la  lumière  comme  un  mouvement  vibratoire  de 
Véther,  et  la  chaleur  comme  un  mouvement  des  molécules 
des  corps. 

Ces  hypothèses  physiques  ne  se  concilient  guère  avec 
le  principe  de  l'unité  des  forces;  mais  tandis  que  celui-ci 
a  une  grande  importance  pour  la  science,  celles-là  n'ont 
eu  d'autre  utilité  pratique  que  de  fixer  les  idées,  en 
nous  fournissant  un  moyen  de  grouper  et  de  coordonner 
les  phénomènes.  Le  plus  juste  serait  donc  de  reconnaître 
que ,  dans  l'état  actuel  de  la  science ,  nous  ne  pouvons 
encore  nous  faire  aucune  idée  de  la  cause  physique  des 
forces  ni  de  leur  mode  d'action  dans  l'intérieur  des  corps, 
et  que  par  suite  nous  devons,  au  moins  provisoirement, 
choisir  une  autre  voie  que  celle  des  hypothèses  physiques, 
pour  pouvoir  faire  avancer  la  théorie  sûrement  et  pas  à 
pas,  de  manière  que  les  progrès  réservés  à  l'avenir  ne 
viennent  point  détruire  les  résultats  déjà  acquis. 

Cette  manière  de  voir  sert  de  base  tant  aux  recherches 
qui  font  l'objet  de  ce  mémoire  qu'à  mes  travaux  anté- 
rieurs sur  la  théorie  de  la  lumière,  et  j'ai  été  d'autant 
plus  encouragé  à  y  persévérer  que  les  résultats  que  j'ai 
l'honneur  de  présenter  à  la  Société  des  Sciences  concor- 
dent d'une  manière  remarquable  avec  ceux  que  j'ai 
obtenus  précédemment.  Mettant  donc  de  côté  les  hypo- 
thèses physiques,  je  chercherai  à  ajouter  un  nouvel  an- 
neau à  la  chaîne  qui  relie  entre  elles  les  différentes  forces, 
en  démontrant  que,  conformément  aux  lois  qui  se  dédui- 
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sent  de  l'expérience  sur  la  propagation  de  l'électricité 
sous  l'action  de  l'électricité  libre  et  des  courants  du  milieu 
ambiant,  il  peut  exister  des  courants  électriques  pério- 
diques qui,  sous  tous  les  rapports,  se  comportent  comme 
les  vibrations  de  la  lumière,  d'où  résulte  cette  consé- 
quence, que  les  vibrations  de  la  lumière  sont  elles-mêmes 
des  courants  électriques. 

Nous  savons  que  la  lumière  se  propage  par  des  on- 
dulations à  mouvements  périodiques  extrêmement  rapides 
que  nous  appellerons  des  vibrations.  Ces  vibrations  pré- 
sentent ceci  de  particulier  qu'elles  sont  perpendiculaires 
à  la  direction  suivant  laquelle  se  fait  la  propagation. 
Or,  c'est  là  une  particularité  qui  n'a  pas  trouvé  sa  vraie 
explication  dans  la  théorie  de  l'élasticité  ni  dans  les 
développements  de  M.  Gauchy;  car,  sans  compter  que 
cette  théorie  suppose  l'existence  d'un  milieu  spécial, 
l'éther,  qui  est  du  reste  complètement  isolé,  inaccessible 
à  nos  sens,  et  sans  relation  appréciable  avec  d'autres 
forces,  il  n'est  guère  possible,  même  en  admettant  cette 
supposition  ainsi  que  les  diverses  hypothèses  de  M.  Cauchy, 
de  concevoir  un  milieu  où  un  mouvement  vibratoire 
puisse  se  propager  sans  trace  de  vibrations  longitudinales. 
Convaincu  que  la  théorie  dont  il  s'agit  ne  pouvait  pas 
donner  la  véritable  explication  de  ce  que  la  lumière 
présente  précisément  de  caractéristique,  savoir  les  vibra- 
tions transversales,  j'avais  déjà,  à  une  époque  antérieure, 
porté  mon  attention  sur  la  circonstance  que  des  courants 
électriques  variables,  dans  des  conducteurs  fermés,  engen- 
drent des  courants  d'induction  qui  leur  sont  parallèles, 
et  ressemblent  ainsi  aux  vibrations  de  la  lumière,  dont 
on  peut  dire  également  qu'elles  produisent  par  induction 
des   vibrations    parallèles.      Toutefois,    comme    les    lois 
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générales  des  courants  induits  —  lois  confirmées  par 
l'expérience  —  ne  conduisaient  pas  directement  au  ré- 
sultat désiré,  il  restait  à  résoudre  cette  question,  s'il 
n'était  pas  possible  de  modifier  ces  lois  de  manière  à 
leur  faire  embrasser,  non  seulement  les  expériences  sur 
lesquelles  elles  s'appuient,  mais  aussi  les  phénomènes 
qui  appartiennent  à  l'optique. 

Kirchhoff  (Fogg.  Ann.,  t.  102)  a  exprimé  les  lois  des 
courants  électriques  dans  les  corps  à  conductibilité  con- 
stante par  les  formules  suivantes 


w  ~     Ak\dx  +  â  et) 
al/dû  .  4  ôv\ 


(i)* 


u,  v,  w  étant  les  composantes  de  l'intensité  du  courant 
électrique  au  point  (x,  y,  z),  k  la  conductibilité,  c  une 
constante  et 

V  =  ^^{x-x')iu'^-^)  +  V(y-i/nw'{z-z')l 

y  =  ^^dï{y_y,)W{x_x,)+v,{y_y,)JrW,(z_zl)l 

où  y',  v\  w'  sont  les  composantes  de  l'intensité  du  cou- 
rant au  point  (#',  y',  z'),  e  la  densité  de  l'électricité  libre 
au  même  point,  é  la  densité  électrique  sur  un  élément  de 
surface  ds'  et  r  la  distance  du  point  (x,  y,  z)  à  (V,  y',  z'). 
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Ces  formules  expriment  que  la  force  électromotrice 
totale  en  (x,  y,  0),  qui,  d'après  la  loi  d'Ohm,  a  pour 
composantes  -j- ,  y ,  -r- ,  est  la  résultante  de  deux  forces 
électromotrices,  dont  l'une  représente  l'action  induc- 
trice de  l'électricité  libre  du  corps  et  l'autre,  qui  est 
donnée  par  la  loi  de  Weber,  celle  des  courants  variables 
de  tous  les  éléments  du  corps. 

De  plus  Kirchhoff  a  déterminé  la  relation  entre  les 
composantes  du  courant  et  l'électricité  libre  par  les  deux 
équations 


du      ôv      dw  1  de 

ôx^dy^~dz=      ~2<9T 

1  de 
ucos  À-\-vcosju-\-w  cos  v  =  — ^-tj-, 


(2)  *     *  NOTE  3. 


À,  fi,  v  étant  les  angles  que  fait  la  normale  à  la  surface 
du  corps  dirigée  vers  l'intérieur  avec  les  axes  de  coor- 
données. 

On  voit  tout  de  suite  que  les  équations  (1),  ayant 
été  établies  d'une  manière  tout  à  fait  empirique,  ne  sont 
pas  nécessairement  l'expression  exacte  de  la  loi  véritable, 
et  qu'il  sera  toujours  permis  d'y  introduire  de  nouveaux 
termes  ou  de  leur  donner  une  autre  forme,  tant  que  ces 
changements  n'exerceront  aucune  influence  sensible  sur 
les  résultats  constatés  par  l'expérience.  Nous  pouvons 
donc  dès  maintenant  considérer  les  seconds  membres 
de  ces  équations  chacun  comme  le  premier  terme  d'une 
série. 

Introduisons  une  nouvelle  fonction  Q  définie  par 
l'équation 

12 
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où  e  1 1 )  et  e'  1 1 )  sont  des  fonctions  formées  avec 

Y 

t comme   e'  et  é  le  sont  avec  t  dans   l'expression 

originelle  de  j?,  et  où  a  est  une  constante. 
Par  le  développement  en  série  on  aura 

,(       r\  ,     ôe'r       ÔV  r2    1 

£\       */         e       M  a~^Ôt2  a2l-2       "•' 

'(t-'!L\  '      de'  r       ÔV  r*    1 

\     a)  ~  ê"SÂ+  ôfa2T^      '" 

On  substituera  ces  séries  dans  l'équation  ci-dessus,  puis 
on  différentiera  cette  équation  pas  rapport  à  x.  De  cette 
manière  on  obtiendra 


f-^W'-^WK 


6Q  _ 
dx 

dQ 

dx 

1   dWXdx'dy'dz'          1  OU 
a2Ôt)))       r       U~T~  a2  dt  "' 

dx      dx~^Za2dt2^ 

et  en  introduisant  ici  les  expressions  de  -k-  et  -^-  données 
par  l'équation  (2),    on  trouvera  en  intégrant  par  parties 

(3) 

U  ayant  la  même  signification  que  ci-dessus.     Par  con- 
séquent on  peut  aussi  écrire 

dQ  ,     1   d  {{[dx'dy'dz'   ,(4       r\     _^  J^ 
dx^a2dt)))       r        UY       a)  ~  Ôx^~  a2  Ôt  '"'     W 

t I  est  une  fonction  formée  avec  t comme 

a  J  a 

u'  l'est  avec  t. 

Le  second  membre  de  la  dernière  équation  est  une 
série,  dont  on  n'a  conservé  que  les  deux  premiers  termes 
et  dont  les  termes  suivants   procèdent   suivant  les  puis- 

Y  C 

sances    croissantes    de  — .      Si    l'on    pose    a  =  — ,    les 
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termes  conservés   seront  identiques  à  l'expression   entre 
parenthèses    de   la  première  équation   (1);    mais    c   est, 
d'après  Weber,  égal  à  59320  milles  géographiques  (439450 
kilomètres)  *,    tandis    que    la    plus    grande   valeur    de    r  *  note  4. 
employée    dans   les  expériences   n'a  jamais   dépassé  un 

T 

petit  nombre  de  pieds,  par  où  l'on  voit  que  —  a  une  valeur 
presque  insensible.  Les  termes  suivants  de  la  série  seront 
donc  tout  à  fait  imperceptibles  pour  toutes  les  expériences 
dans  lesquelles  les  dérivées  par  rapport  au  temps  n'auront 
pas  de  très  grandes  valeurs. 

Les  équations  des  composantes  du  courant  pourront 
donc  être  appliquées  aux  expériences  dont  elles  sont 
déduites,  aussi  bien  que  les  équations  (1),  si  on  leur 
donne  la  forme  suivante,  en  vertu  de  (4)  et  des  deux 
équations  analogues, 


dx 
dQ 


w  = 


a  = 


fi- 


r  = 


dx'dy'dz' 


4_fa\ 

e  et)' 

4  ÔJ\ 

c2  dtp 

c2et  r 


M) 


r  \        a  ) 

dx'dy'dz'  ,(         r\ 


v' 


dx'dy'dz' 


*K> 


Ces  formules  diffèrent  des  équations  (1)  en  ce  que 
les  fonctions  U,  V,  W  sont  remplacées  par  les  expres- 
sions plus  simples  «,  /9,  ^,  et  elles  expriment  en  même 
temps  que  l'action  totale  exercée  sur  toutes  les  molécules 


NOTE  5. 
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par  l'électricité  libre  et  par  les  courants  électriques  met 
un  certain  temps  à  se  propager,  fait  qui  n'est  pas 
étranger  à  la  science  et  a  déjà  en  soi  une  certaine  vrai- 
semblance. Cette  action  au  point  {œ,  y,  z)  et  à  l'instant  t 
dépend  en  effet,  d'après  les  formules  trouvées,  non  de 
l'état  électrique  des  points  (#',  y',  z')  à  ce  même  instant, 

mais  de  l'état  qui  existait  à  l'instant  t ,  c'est-à-dire 

a 

autant  de  temps  auparavant  qu'il  en  faut  pour  franchir 
la  distance  r  avec  la  vitesse  constante  a. 

La  constante  a,  dans  l'équation  (A),  devrait,  d'après 

c 
ce  qui  précède,  être  égale  à  ~- ,  mais  on  trouvera  par  un 

examen  plus  approfondi  qu'elle  est  susceptible  de  prendre 
aussi  d'autres  valeurs.  La  première  équation  (^4)  peut 
en  effet,  en  vertu  de  (3),  s'écrire  sous  la  forme 

et,  en  supposant  ici  a  =  ^,  on  retombera  sur  la  pre- 
mière équation  (1),  tandis  que  l'équation  est  précisément 
ramenée  à  la  forme  qui  résulte  de  la  théorie  électro- 
dynamique de  Neumann  si  l'on  suppose  a  =  oo.  Or, 
celle-ci  s'accordant  également  avec  l'expérience,  il  est 
évident  que  les  équations  (^4)  continueront  à  être  d'ac- 
cord avec  les  expériences  pour  une  valeur  quelconque 
de  a,  pourvu  que  cette  valeur  soit  du  même  ordre  de 
grandeur  que  c,  en  sorte  qu'on  puisse  considérer  les 
termes  suivants  de  la  série  comme  insensibles  dans  les 
expériences  électrodynamiques.  Si  l'on  suppose  par 
exemple  a  =  -=,  on  obtiendra  une  moyenne  entre  les 
théories  de  Weber  et  de  Neumann. 
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Il  devient  maintenant  nécessaire  d'obtenir  par  une 
autre  voie  que  celle  des  expériences  électrodynamiques 
une  détermination  de  la  constante  a,  ainsi  qu'une  con- 
firmation ou  une  correction  des  résultats  qui  précèdent. 
On  pourrait,  en  se  servant  avant  tout  de  l'indication 
donnée  dans  les  formules,  que  les  effets  électriques 
mettent  un  certain  temps  à  se  propager,  chercher  s'il 
n'existe  pas  sur  le  mode  d'action  de  l'électricité  dyna- 
mique une  hypothèse  vraisemblable,  dont  on  pourrait 
déduire  des  résultats  analogues  aux  résultats  trouvés  par 
expérience.  Mais  j'ai  reconnu  que  cela  peut  se  faire  de 
plusieurs  manières,  ce  qui  infirme  complètement  l'impor- 
tance de  la  méthode;  car  cette  méthode  n'aurait  eu 
d'importance  que  dans  le  cas  où  l'on  aurait  pu  trouver 
une  seule  hypothèse  préférable  à  toutes  les  autres,  parce 
qu'elle  eût  été  plus  vraisemblable.  Après  m'être  appliqué 
à  trouver  une  telle  hypothèse,  j'ai  complètement  renoncé 
cette  fois  comme  auparavant  à  faire  usage  des  hypo- 
thèses physiques,  et  il  ne  reste  qu'à  développer  les  con- 
séquences des  résultats  obtenus  et  à  chercher  s'ils  ne 
nous  fournissent  pas  quelque  moyen  de  résoudre  le 
problème. 

Etant  donnée  une  fonction  quelconque  <p,  on  aura, 
si  le  point  (#,  «/,  z)  se  trouve  entre  les  limites  de  l'inté- 
grale, 


)  ^^  •  <f  (*--£,  */  ^  ^  =  _47T^,tf,  */,*),       (5) 


ou  J2  désigne  _2  +  ¥  +  _. 

La  démonstration  de  ce  théorème*   se  trouve  dans  *  note 
mon  mémoire  (Journal  de  d'elle,   t.  58),    mais   il  peut 
actuellement  être  prouvé  sans  difficulté.     Au  moyen  de 
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ce  théorème  les  équations  (A)  peuvent  être  transformées 
en  les  équations  différentielles 

A  !  ?»        q    7  (de    ,    4  Su  \ 

système  qui  peut  être,    en   vertu  de   (2),    complété  par 
l'équation 

Ces    équations    sont    satisfaites    en    particulier   par 

note  7.  u  =  e~hz  cosp(cot  —  z),     v  =  0,  w  =  0,*      (6) 

où  h,  p,  w  sont  des  constantes,  entre  lesquelles  on  a  les 
deux  relations 

h2a2  =  p\a2—co2)     et    h<?  —  16jt*û>.  (7) 

On  voit  déjà  par  cette  transformation  provisoire 
des  équations  (A)  qu'il  peut  y  avoir  des  courants  élec- 
triques périodiques,  qu'ils  se  propagent  comme  un  mouve- 
ment ondulatoire  avec  la  vitesse  <*>,  et  exécutent,  comme 
la  lumière,  des  vibrations  perpendiculaires  à  la  direction 
de  ce  mouvement.  Si  par  suite  nous  admettons  que  les 
vibrations  lumineuses  elles-mêmes  sont  des  courants 
électriques,  m  exprimera  la  vitesse  de  la  lumière,  et  a 
celle  avec  laquelle  les  actions  électriques  se  propagent 
dans  l'espace.  Il  résulte  en  outre  des  dernières  équa- 
tions que,  lorsque  la  conductibilité  électrique  k  du  corps 
est  très  petite,  les  deux  vitesses  w  et  a  s'approchent  de 
plus  en  plus  de  l'égalité. 
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La  vitesse  avec  laquelle  les  actions  électrodynamiques, 
dans  les  recherches  de  Weber,  se  propagent  dans  l'air 
d'un  conducteur  à  un  autre,  est  donc,  d'après  ces  résultats, 
précisément  la  même  que  celle  de  la  lumière  dans  l'air. 
Weber  ayant  trouvé  c  =  439450  kilomètres  (c  =  59320 
milles  géographiques),  on  a  donc 

ç 

—  =  310756  kilomètres  (41950  milles  géographiques),*  *  note  8. 

résultat  qui  s'accorde  d'une  manière  remarquable  avec 
les  différentes  déterminations  faites  jusqu'ici  de  la  vitesse 
de  la  lumière.  Celles-ci  sont  en  effet  ou  supérieures  ou 
inférieures  à  cette  valeur,  de  sorte  qu'on  peut  la  con- 
sidérer comme  une  détermination  nouvelle,  qui,  en  ex- 
actitude, ne  le  cède  en  rien  aux  autres. 
Nous  pouvons  donc  poser 

c 
a  =  — =, 

1/2 

et  si  dans  les  équations  (A)  on  remplace  c  par  aV^,  la 
justesse  de  cette  supposition  se  trouve  confirmée  d'une 
façon  remarquable,  car  c'est  précisément  cette  valeur  de 
c  qui  donne  aux  équations  (A)  la  forme  la  plus  simple, 
et  conduit,  à  un  terme  près,  aux  mêmes  équations  diffé- 
rentielles que  j'ai  déjà  publiées  (voir  Ann.  de  Pogg., 
t.  118  et  121;  quatrième  et  cinquième  mémoire  de  cette 
édition)  sur  les  vibrations  lumineuses.  On  aura  en  effet, 
en  vertu  des  équations  (2), 

où  les  différentiations  partielles   par  rapport  à  x',  y',  z' 


*  NOTE  9. 
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doivent  être  exécutées  en  traitant  r  comme  une  con- 
stante, et  où 

+*y('-3co,v)- 

Si  l'on  introduit  ces  expressions  dans 

on  aura,  en  intégrant  par  parties  et  en  se  servant  des 
notations  a,  /?,  f,  dont  la  signification  a  été  expliquée 
dans  ce  qui  précède, 


ÔQ 

dt 


_z(ô-ï  +  dl  +  ?l\ 


De  plus  on  aura,  en  vertu  de  (5), 

1r\2 

je?  =  *<+*». 

et  par  suite  les  équations  (^4)  peuvent,  après  avoir  été 
différentiées  par  rapport  à  t  et  après  qu'on  y  a  remplacé 
c  par  al/2,  être  transformées  en 

1  du     ,  A/^_^\     JW^:__^\  ) 

~4fcW  ^  ~~  %\%      &*/      ^  l^      0*/' 

~  4&  0*         W  ~  ^  \Ôx      ôz)      dy  \dz      dy]\ 
De  plus  on  conclut  immédiatement  des  équations  (A) 
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ôv 

dz 


dw 


du 


dx 


dz 

dx 


a2  c 
4&  d  /de 


(dl_d1\ 
\ôz       dy) 

[dx       dz}' 


&kd_/dft      dr 
"tfJtXdz 
4&  d  (dy 


a 


dt\dy 


dz 
d_£ 

dx. 


(9) 


et  au  moyen  de  ces  équations  on  peut  éliminer  les  quan- 
tités «,  /?,  y  des  équations  (8),  après  avoir  différence 
celles-ci  par  rapport  à  t.    De  cette  manière  on  obtiendra 


dy\< 

l(i 

dz\i 


dx 
d  (dv 

M 

d_/dw 

dx  \dx      dz 


\  __  d  (dw__du\  1 

)       dz\dx       dz)         a 


[dx      dz) 


dz 

d  I  du 
dx\dy 

d_(dv 
dy\dz 


du 

dz 

dv_ 
dx 
dw 


m 


dy, 


a2  et2  + 
a2  W^ 


\Ç>nkdu 
X&nkdv 


a2     dt1 
16  7T&  dw 


a~ 


(B) 


Ces  équations  différentielles  pour  les  composantes 
du  courant  électrique  sont  en  complet  accord  avec  celles 
que  j'ai  trouvées  précédemment  pour  les  composantes  de 
la  lumière  (voir  Pogg.  Ann.,  t.  121;  cinquième  mémoire 
de  cette  édition);  elles  n'en  diffèrent  que  par  le  dernier 
terme  qui  contient  la  conductibilité  électrique  k.  Gomme 
on  peut  le  voir  par  l'intégrale  (6),  qui  est  aussi  applicable 
ici,  le  dernier  terme  suppose  une  absorption  définie  par 
le  coefficient  h,  qui,  d'après  (7),  croît  avec  la  conduc- 
tibilité k. 

Si  celle-ci  est  très  grande  relativement  àjîaou  -y-  a, 

A 

À  désignant  la  longueur  des  ondulations,  on  a,  d'après  (7), 

h    =   P    =    -J-  ,* 


NOTE  10. 


d'où  l'on  peut  conclure,   par  exemple,    que  l'amplitude 
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des  vibrations,  dans  un  rayon  lumineux  qui  a  traversé 
une  couche  bonne  conductrice  d'épaisseur  égale  à  une 
demi-longueur  d'onde,  devient  e71  fois  plus  petite,  et 
l'intensité,  calculée  proportionnellement  au  carré  de  l'am- 
plitude, e2~  ou  535  fois  plus  faible.  Ce  sera  le  cas  pour 
tous  les  métaux,  car  la  conductibilité  du  cuivre,  en  pre- 
nant le  millimètre  et  la  seconde  comme  unités   de   lon- 

\ 
gueur  et  de  temps,  est,   d'après  M.  Weber,  de  ^7x7™  en 

2/4100 

unités  magnétiques,   et  par  suite,  en  unités  mécaniques, 
note  11.  de  ^YMÔÔ  X  |2  0U  -83433a  *'  grandeur  qui  dépasse  no- 
tablement —  a. 

A 

Il  va  sans  dire  que  ce  résultat  ne  peut  être  consi- 
déré que  comme  approximatif,  puisque  nous  avons 
supposé  une  conductibilité  constante,  c'est-à-dire  une 
homogénéité  qui  n'existe  pas  dans  la  réalité.  Mais  le 
résultat  principal,  savoir  que  tous  les  bons  conducteurs 
de  l'électricité  absorbent  à  un  haut  degré  la  lumière, 
présente,  on  le  sait,  un  accord  remarquable  avec  l'ex- 
périence. 

Lorsque  la  conductibilité  électrique  k  est  très  petite, 
les  équations  (7)  donnent 

h  =  — 
a 

On  a  trouvé  plus  haut  pour  le  cuivre 

-  =  283433  ; 
a 

mais  la  conductibilité  de  tous  les  corps  transparents  est, 
comme  on  sait,  incomparablement  moindre,  et  si  nous 
en  exceptons  les  corps  fluides,  où  l'action  chimique  et  la 
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mobilité  des  molécules  jouent  un  rôle  si  important  qu'il 
est  en  réalité  impossible  ici  d'en  déterminer  la  conduc- 
tibilité, nous  trouvons  que,  pour  tous  les  autres  corps 
transparents,  la  conductibilité  est  un  si  grand  nombre  de 
millions  de  fois  plus  petite  que  celle  des  métaux,  que  le 
coefficient  d'absorption  h  disparaît  en  même  temps  que 
le  dernier  terme  des  équations  (jB),  ce  qui  rend  ces  équa- 
tions complètement  identiques  avec  celles  de  la  lumière. 
Par  conséquent,  de  même  que  la  bonne  conductibilité 
des  métaux  nous  permet  d'en  conclure  qu'ils  sont  opaques, 
de  même  nous  pouvons  conclure  réciproquement  de  la 
plus  faible  transparence  d'un  corps  qu'il  est,  relativement 
aux  métaux,  un  très  mauvais  conducteur  du  courant 
électrique,  résultat  que  l'expérience  a  complètement  con- 
firmé. 

Les  vibrations  périodiques  qui  résultent  des  équa- 
tions (B)  sont  transversales,  et  on  n'obtiendra  pas  de 
vibrations  longitudinales,  même  en  conservant  le  terme 
qui  contient  k.    Si  l'on  pose  pour  abréger 

du      ôv       dw  _ 

on  obtiendra,  en  différentiant  les  trois  équations  respec- 
tivement par  rapport  à  x,  y,  z  et  en  additionnant, 

ot 

par  où  l'on  peut  voir  que  6  n'est  pas,  comme  les  com- 
posantes w,  t?,  w,  une  fonction  périodique  du  temps  et 
que  par  conséquent  les  vibrations  longitudinales  sont 
impossibles.  De  plus  cette  équation  fait  voir  que  6 
s'approche  de  zéro  par  l'accroissement  du  temps,  que  la 
valeur  de  S  en  un  point   est  indépendante  de   la  valeur 


•  NOTE  12. 
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des  composantes  des  déplacements  aux  points  voisins,  et 
que  par  suite  on  doit  en  général  supposer  0  =  0.  Une 
autre  conséquence  est,  en  vertu  de  l'équation 

H  -  -l*î* 

que  le  développement  de  l'électricité  libre  dans  les  corps 
à  conductibilité  constante  est  impossible.  Ce  résultat 
diffère  de  celui  de  Kirchhoff,  qui  a  déduit  des  équations 
(1)  que  la  quantité  d'électricité  libre  à  l'intérieur  des 
corps  n'est  pas  nulle  en  général;  mais  le  développement 
qui  précède  fait  voir  en  tout  cas  qu'on  ne  peut  pas 
énoncer  cette  conclusion  avec  sûreté. 

Après  avoir  ainsi  démontré  qu'en  partant  des  équa- 
tions (^4),  qui  renferment  les  lois  des  courants  électriques 
constatées  par  l'expérience,  on  peut  arriver  aux  équa- 
tions différentielles  (jB),  qui  montrent  que  les  courants 
électriques  peuvent  se  comporter  sous  tous  les  rapports 
comme  des  vibrations  lumineuses,  on  peut  se  demander 
si  inversement  il  est  possible  de  déduire  les  lois  des 
courants  électriques  des  lois  bien  connues  de  la  lumière. 
Je  vais  démontrer  que  cela  est  faisable,  en  montrant 
que  les  équations  (^4)  peuvent  inversement  être  déduites 
des  équations  (B),  si  l'on  ajoute  les  conditions  qui  doivent 
être  remplies  aux  limites  du  corps,  conditions  qu'il  faut 
nécessairement  connaître  pour  déduire  des  équations  diffé- 
rentielles d'autres  équations  qui  en  sont  à  un  certain  point 
de  vue  les  intégrales.  On  verra  de  plus  que  ces  conditions 
relatives  aux  limites  sont  identiques  à  celles  que  j'ai  trou- 
vées précédemment  pour  les  composantes  de  la  lumière 
(Pogg.Ann.,  t.  118,  p.  126;  cette  édition,  p.  104),   et  que 
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par  suite  on  n'aura  besoin  pour  ce  calcul  que  des  hypo- 
thèses que  l'optique  elle-même  nous  fournit.*  *  note  13. 

Pour  un  élément  de  la  surface  du  corps  perpen- 
diculaire à  l'axe  des  se,  j'ai  trouvé  à  l'endroit  cité  que  les 

quantités 

du       dv     dw      du 

UlW'  Ty~~Tx'  dx~~~Jz 

doivent  avoir  les  mêmes  valeurs  des  deux  côtés  de  la 
surface  de  séparation,  ce  qui  détermine  également  les 
conditions  pour  tout  autre  élément  de  la  surface,  car  on 
peut  choisir  la  position  des  axes  d'une  manière  arbitraire. 
Ces  conditions  sont  déduites  des  équations  différentielles 
qui  donnent  les  composantes  de  la  lumière  elles-mêmes, 
équations  dont  on  peut,  se  servir  ici  parce  qu'elles  sont 
admissibles  en  tout  cas  pour  tous  les  milieux  hétérogènes, 
et  ces  conditions  ne  varieront  pas,  même  si  l'on  ajoute  aux 
équations,  ce  qu'il  faut  nécessairement  faire  ici,  les  termes 
qui  contiennent  le  facteur  k. 

Pour  un  corps  à  conductibilité  constante,  qu'on  peut 
supposer  entouré  de  corps  absolument  non  conducteurs, 
sans  s'inquiéter  de  savoir  s'il  s'en  trouve  ou  non  de 
tels  dans  la  nature,  les  quantités  u,  tv,  etc.,  s'évanouiront 
aux  limites  du  corps;  car  un  courant  électrique  ne  peut 
pas  exister  sur  la  surface  isolante  qui  limite  le  conduc- 
teur. 

Nous  remplacerons  les  quantités  w,  #,  w,  se,  «/,  z  qui 
entrent  dans  les  équations  (B)  par  les   lettres  marquées 

d'un  accent  u\  v',  w',  se',  y',  z\  et  de  même  t  par  t , 

et 

où  r  est  la  distance  du  point  considéré  (se',  y',  z')  à  un 
point  fixe  (se,  y/,  z)  du  corps.  Ces  substitutions  étant 
faites,  les  équations  seront  encore  valables,  si  l'on  exécute 
les  différentiations   partielles  dans  les  premiers  membres 
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des  équations  en  regardant  r  comme  une  constante,  bien 
qu'il  renferme  les  variables.  On  multipliera  les  équa- 
tions par  * —  ,  puis  on  les  intégrera  dans  tout  le  volume 

du  corps.    De  cette  manière  le  premier  membre  de  la  pre- 
mière équation  donnera  en  intégrant  par  parties,  si  nous 
*  note  u.  nous  servons  des  mêmes  notations  que  précédemment,* 

dx'dy'dz'  d2     ,  /        r\ 
r        Si/'2      \        al 

et,  en  intégrant  de  nouveau  par  parties,  le  dernier  terme 

donnera 

d  Cds'   ,(.       r\  .   ô2a 

—  —  \—  u  \t cos«  +  -^-2. 

cy)  r      \        a)        r       dy 

En  traitant  de  la  même  manière  tous  les  termes  du 
premier  membre  de  l'équation,  on  trouvera,  si  l'on  veut 
que  toutes  les  intégrales  relatives  à  la  surface  du  corps 
s'évanouissent,  qu'on  doit  avoir 

(du'      ôv'\  /ôw'      ôu'\ 

u'cosp.  —  v'cos/î  =  0,     u'  cos  u —  w'  cos  X  =  0, 

r 

où  nous  supposons  qu'on  a  de  nouveau  remplacé  t 

par  t,  ce  qui  est  permis  parce  que  les  équations  sont 
valables  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  que  les  différen- 
tiations  ne  sont  pas  exécutées  par  rapport  à  r. 

Pour  un  élément  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  ces 
équations  donneront 
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v'  —  0,    w'  =  0, 

en  vertu  des  équations 

cos  fi  —  0 ,     cos  y  ==  0 . 

Les  équations  analogues  déduites  des  autres  équa- 
tions par  permutation  des  lettres  donneront 

ou'      ôv'  _     n      ôw'      du' 0 

Il  faut  donc  qu'on  ait,  si  les  intégrales  relatives  à 
la  surface  doivent  s'évanouir  pour  un  élément  perpen- 
diculaire à  l'axe  des  a,  précisément  les  mêmes  conditions 
que  celles  que  donne  la  théorie  de  la  lumière,  et,  comme 
on  peut  choisir  la  direction  des  axes  arbitrairement,  il 
faut  que  les  conditions  soient  identiques  pour  tous  les 
éléments  de  la  surface  du  corps. 

Si  l'on  admet  ces  conditions  pour  la  surface  de  sé- 
paration, les  intégrales  relatives  à  cette  surface  s'éva- 
nouiront, et  le  calcul  indiqué  donnera  alors 

JL  (Çl  —  MX—.!  (0L  —  !^\  1  d2«       Mille da 

dy\dy      ôx)      Ôz\Ôx      dz  )  ~  a2  dt2^~     a2    ôi' 

Si  l'on  pose,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus, 

ôa      d_l      ôj  _         \JbQ 

dx^~ dij~r~ dz  ~     2  et  ' 

et  que  de  plus,   dans  le  second  membre   de   l'équation, 
on  pose 

1  ^  i     _l_  M 

l'équation  peut  être  écrite  sous  la  forme 

1  &Q  lGjrkda 

2  dxdt  ~  47rw+     a*     et' 
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D'une  manière  analogue  les  deux  autres  équations  (B) 
donneront 


1  d'Q  lSTikôfi 

Zôydt  ~~  +     a2    Ôt 


1    b2Q  ,         .    \6jrkdr 

En  éliminant  Q  entre  les  deux  dernières  équations, 
on  obtiendra 

dv  _dw  _         bk  d  /dp      dr\ 
dz~~dy  ~     ~~tfTt\dz~Jy)' 

équation  qui  est  identique  à  la  première  équation  (9). 
Les  deux  autres  équations  peuvent  être  formées  d'une 
manière  analogue. 

Si  au  moyen  de  ces  équations  l'on  élimine  les  quan- 

... ,     dv       6w       dw       du       du      dv     ,        .       ,.  ,  ,1X 

tltes  &-%'  W~S'  %-todes  equahons  (*>• 

la  première  de  celles-ci  donnera,  après  intégration  par 
rapport  à  t, 

d   (da       dfi\        d   (dy       da\  1  du        .         * 

N0TE15-    Ty[dy-rx)-rz\rx-rz)-  -mm-*™* 

qui  est  identique  à  la  première  équation  (8),  et  et  si  l'on 
substitue  ici  à  la  place  du  dernier  terme,  en  vertu  de  (5), 

102 
oa 

2         a   dt 

en  introduisant  la  fonction  désignée  par  i2,  on  obtiendra, 
après  avoir  de  nouveau  intégré  par  rapport  à  £, 


u  = 


«(f+S) 
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En  faisant  a  =  -= ,    nous  retomberons  ainsi  sur  la 

1/2 

première  équation  (A),  et  les  deux  autres  peuvent  être 
déduites  d'une  manière  analogue.  On  a  omis  les  con- 
stantes qu'il  faudrait  ajouter  à  cause  des  deux  intégra- 
tions par  rapport  à  t,  car  on  voit  aisément  que  de  telles 
constantes  seraient  ici  sans  conséquence.*  *  note  ig. 

Ces  résultats  fournissent  une  nouvelle  démonstration 
du  théorème  de  l'identité  des  vibrations  lumineuses  et 
des  courants  électriques,  car  nous  voyons  que  non  seule- 
ment on  peut  déduire  les  lois  de  la  lumière  de  celles 
des  courants  électriques,  mais  qu'on  peut  aussi  suivre 
la  voie  inverse,  si  l'on  ajoute  seulement  les  conditions 
aux  limites  qu'exige  la  théorie  de  la  lumière. 

On  peut  donc  déterminer  par  le  calcul  seul  l'ac- 
tion inductrice  de  l'électricité  libre,  définie  par  les 
équations  (2)  de  Kirchhoff,  et  celle  des  courants  élec- 
triques, en  s'appuyant  seulement  sur  les  faits  tirés  de 
l'optique  qui  sont  nécessaires  pour  établir  les  lois  de  la 
lumière,  et  en  ajoutant  aux  équations  différentielles  rela- 
tives aux  composantes  de  la  lumière  un  terme  unique, 
qui  disparaît  pour  les  corps  parfaitement  transparents, 
mais  qui  pour  les  bons  conducteurs  de  l'électricité  exprime 
une  absorption  de  la  lumière. 

Sans  vouloir  approfondir  ici  les  conséquences  des 
résultats  qui  précèdent,  résultats  qui  nous  font  faire 
un  pas  en  avant  dans  la  réalisation  de  l'idée  de  l'unité 
des  forces  physiques  et  ouvrent  un  nouveau  champ  aux 
recherches,  je  me  bornerai,  en  terminant,  à  appeler  l'atten- 
tion sur  les  conclusions  que  nous  pouvons  émettre  avec 
quelque  probabilité  sur  le  mode  d'action  de  l'électricité 
et  sur  les   points   de  vue   auxquels  nous  pouvons  nous 

13 
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placer  vis-à-vis  des  hypothèses  physiques  relatives  à  la 
lumière. 

Si  l'on  cherchait  à  développer  les  lois  des  courants 
électriques  de  manière  qu'elles  fussent  valables  non 
seulement  pour  des  corps  homogènes  à  conductibilité 
constante,  mais  aussi  pour  un  corps  hétérogène  quel- 
conque, il  paraît  vraisemblable  qu'on  pourrait  le  faire  en 
partant  des  équations  différentielles  (J5),  si  l'on  suppose 
que  les  quantités  a  et  &  soient  variables.  Gela  serait 
d'accord  avec  les  équations  générales  admissibles  dans 
la  théorie  de  la  lumière  pour  des  milieux  hétérogènes  ;  de 
plus  ces  équations  différentielles  impliqueraient  les  con- 
ditions qui  doivent  être  remplies  aux  limites  des  corps 
homogènes,  et  l'on  pourrait  déduire  ces  conditions  des 
équations  différentielles  elles-mêmes.  Mais  avec  un  tel 
point  de  départ,  il  serait  impossible  d'obtenir  pour  des 
corps  hétérogènes  des  équations  simples  analogues  à  (A). 
Il  serait  alors  nécessaire  de  considérer  le  système  des 
équations  (^4)  comme  un  cas  spécial,  admissible  seule- 
ment pour  les  corps  homogènes,  tandis  que  dans  le  cas 
général  il  faudrait  partir  des  équations  différentielles, 
dont  on  pourrait  seulement  déduire  l'explication  physique. 
De  là  on  pourrait  tirer  une  conclusion  importante  pour 
la  théorie  de  l'électricité  et  qui  déjà  est  indiquée  par 
la  circonstance  que  l'action  du  courant  électrique  met 
un  certain  temps  à  se  propager,  à  savoir  que  c'est  seule- 
ment en  apparence  que  les  forces  électriques  agissent 
à  distance,  comme  cela  résulterait  des  équations  (^4)  si 
elles  étaient  considérées  comme  fondamentales,  et  que 
toute  action  de  l'électricité  et  des  courants  électriques 
ne  dépend  en  réalité  que  de  l'état  électrique  des  éléments 
immédiatement  ambiants,  comme  l'indiquent  les  équations 
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différentielles  (B).  Cette  hypothèse  a,  comme  on  sait, 
déjà  été  proposée  par  Ampère  et  défendue  par  plusieurs 
savants,  en  particulier  par  Faraday. 

On  admet  généralement  que  la  lumière  est  un  mouve- 
ment oscillatoire  des  molécules  de  l'éther.  S'il  en  était 
ainsi,  le  courant  électrique  devrait  aussi  être  un  mouve- 
ment de  l'éther  dirigé  dans  le  sens  du  courant  (positif 
ou  négatif).  Mais  il  est  impossible  que  les  mêmes  équa- 
tions qu'établit  la  théorie  pour  de  très  petits  écarts  par 
rapport  à  la  position  d'équilibre  puissent  s'appliquer  en- 
core à  des  écarts  quelconques.  Or  les  développements 
qui  précèdent  montrent  précisément  que  les  mêmes  équa- 
tions doivent  être  valables  dans  les  deux  cas.  La  lumière 
ne  peut  donc  pas  consister  en  vibrations  de  l'espèce  ad- 
mise jusqu'ici,  et  cette  dernière  conséquence  de  la  théorie 
de  l'éther  la  rend  insoutenable. 

Mais  il  y  a  une  autre  manière  de  concevoir  les 
vibrations  de  la  lumière,  que  j'ai  déjà  exposée  précédem- 
ment (Ann.  de  Pogg.,  t.  118,  p.  113;  p.  89  de  cette  édition), 
et  à  laquelle  les  résultats  de  ce  travail  donnent  mainte- 
nant une  plus  grande  vraisemblance.  En  effet,  si  nous 
supposons  que  la  lumière  est  produite  par  des  vibrations 
rotatoires  dans  l'intérieur  des  corps,  autour  d'axes  ayant 
la  même  direction  que  celle  que,  d'après  la  théorie  de 
l'élasticité,  nous  considérons  comme  le  sens  des  vibra- 
tions, le  courant  électrique  ne  sera  plus  un  mouvement 
de  translation,  mais  un  mouvement  rotatoire  dirigé  dans 
un  seul  sens,  et  la  direction  de  l'axe  de  rotation  sera 
celle  du  courant.  Cette  rotation  n'est  continue  que  dans 
les  corps  bons  conducteurs  de  l'électricité,  et  le  mouve- 
ment s'y  propage  dans  la  direction  de  l'axe,  tandis  que 
dans  les  corps  mauvais  conducteurs  il   est  périodique  et 
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se  propage  par  induction  dans  un  sens  perpendiculaire 
à  l'axe  de  rotation.  Avec  cette  théorie,  il  n'y  a  plus  de 
raison  de  maintenir  l'hypothèse  d'un  éther,  puisqu'on 
peut  très  bien  admettre  que  l'espace  renferme  assez  de 
matière  pondérable  pour  que  le  mouvement  puisse  s'y 
propager. 

Il  est  possible  que  l'hypothèse  que  nous  venons 
d'exposer  sur  la  nature  de  la  lumière  et  des  courants 
électriques  prenne  une  autre  forme  à  mesure  que  la 
science  fera  de  nouveaux  progrès,  mais  le  résultat  auquel 
nous  ont  conduit  nos  recherches,  savoir  que  les  vibra- 
tions de  la  lumière  sont  des  courants  électriques,  ne  repose 
sur  aucune  hypothèse  physique  et  en  est  par  conséquent 
tout  à  fait  indépendante. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  critique  du  mémoire  se  trouve  dans 
les  „Fortschritte  der  Physik",  t.  23,  p.  197. 

NOTE  2.  Pour  comprendre  les  notations  employées 
dans  ce  mémoire,  on  doit  remarquer  qu'elles  sont  celles 
de  Weber.  La  valeur  de  l'intensité  d'un  courant  n'est 
d'après  Weber  que  la  moitié  de  celle  que  lui  attribue 
Maxwell  (voir  Maxwell  :  Electricity  and  magnetism,  §  231); 
chez  Weber,  c  désigne  la  vitesse  avec  laquelle  un  élé- 
ment e  d'électricité  doit  se  rapprocher  d'un  autre  pour 
qu'il  n'exerce  aucune  répulsion  sur  cet  élément  é,  cette 
répulsion  étant  déterminée  par  la  formule 


ee 


.       1  /_    d2r      tdr 

■~c2Vrdë~\dt 


où  r  est  la  distance  des  deux  éléments  et  t  le  temps. 
Mais  si  «  est  le  nombre  d'unités  électrostatiques  d'élec- 
tricité contenu  dans  une  unité  électrodynamique,  on  doit 
avoir  c  =  «1/2.  La  conductibilité  k  a  une  valeur  qui 
n'est  que  le  quart  de  celle  qu'on  appelle  ordinairement 
la  conductibilité. 

De  plus  on  doit  remarquer  que  toutes  les  quantités 
sont  données  en  unités  électrostatiques.  (Voir:  Electro- 
dynamische  Maassbestimmungen.      Abh.  Leibnizens  Ges. 
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Leipzig  1846.  Maxwell:  Electricity  and  magnetism, 
§§  846—860.) 

En  ce  qui  concerne  1  expression  —2  -=-  et  les  ex- 
pressions analogues  relatives  à  l'action  inductrice  des 
courants,  Kirchhoff  ne  dit  rien  (Pogg.  Ann.,  t.  102)  de  la 
manière  dont  il  déduit  ses  équations,  mais  leur  forme 
fait  voir  assez  clairement  qu'il  les  conclut  par  induction 
de  celles  de  Weber  pour  des  courants  linéaires  (voir 
Maxwell:  Electricity  and  magnetism,  §  860,  formule  30) 
en  supposant  que  les  conducteurs  sont  en  repos. 

Or  on  reconnaît  qu'on  serait  également  d'accord 
avec  les  formules  de  Weber  en  posant 


u  .  mf**"  (»-*) 


etc. 


+*'(«-ï)<'-0 


NOTE  3.  La  seconde  équation  suppose  que  le  corps 
considéré  est  entouré  de  corps  non  conducteurs. 

NOTE  4.  Weber  a  trouvé  c  =  439450  kilomètres 
ou  59320  milles  géographiques  (^  de  degré  équat.);  mais 
1  mille  =  7420,4  mètres,  et  par  conséquent  439450  kilom. 
=  59222  milles  et  non  59320.  (Voir  Weber  et  Kohl- 
rausch:  Electrodynamische  Maassbestimmungen.  Abh.  der 
sâchs.  Gesellsch.  d.  Wiss.  III.     Leipzig  1857,  p.  264.) 

NOTE  5.  Lorenz  pourrait  tout  aussi  bien  se  servir 
comme  point  de  départ  des  équations  (A)  que  des  équa- 
tions (1).  Car  les  équations  (A)  découleraient  des  équa- 
tions de  Neumann  relatives  à  l'induction,  de  même  que 
les  équations  (1)   dérivent,   de   celles  de  Weber,    si   l'on 
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supposait  toutefois  que  u\  etc.,  sont  les  valeurs  des  com- 
posantes du  courant  au  point  {x\  y',  z')  au  moment  où 
se  produit  l'influence  au  point  (x,  y,  z). 

Les  équations  de  Lorenz  ne  seraient  alors  qu'une 
modification  de  celles  de  Neumann,  si  l'on  supposait  que 
la  force  inductrice  met  un  certain  temps  pour  se  pro- 
pager d'un  point  à  un  autre. 

Du  reste  les  équations  de  Neumann  et  celles  de 
Weber  relatives  à  un  courant  linéaire  sont  identiques, 
si  l'on  ne  tient  compte  que  des  courants  fermés. 

NOTE  6.  On  voit  presque  immédiatement  l'exacti- 
tude du  théorème,  car  on  aura 

et  par  suite 

/  ,        1    ô2  \Wdx'dî/dz'    /        r       ,     .     A 

=  JjW*  —  ^»  *''  2/''  z)  à^-dx'dy'dz'; 

mais,  d'après  un  théorème  bien  connu,  cette  intégrale 
est  nulle  si  le  point  (x\  y',  z')  ne  se  trouve  pas  entre 
les  limites  de  l'intégrale,  et  égale  à  — 47r^(£,  x,  y,  z)  dans 
le  cas  contraire. 

de 
NOTE  7.     Les  équations  (6)  entraînent  —  =  0,    et 

ce  qui  suit  montre  que  Lorenz  suppose  s  =  0. 
c 

vit 

et  4=  ==  310738  kilom.  si  c  ==  439450  kilom. 

1/2 


NOTE  8.     4=  =  41945  milles  si  c  =  59320  milles, 


st£ 
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NOTE  9.     Dans  l'équation 

(*-*)-  -K»*('-ïH>('-3+»*('-3> 

les  différentiations  -— ,   doivent  être  exécutées  comme   si 
ôx 

r  était  une  constante. 

Par  conséquent  on  aura 

_d_        _^        d_    dr 

ôx'  ~  ôx  +  dr'dx'' 

Mais  dans  l'expression  en  question  la  quantité  x  n'entre 
que  dans  r,    et  par  conséquent,    comme   r2  =  (x—x'f 

+(y— y'î+(z— *Ti  on  aura 

#r  dr       d     ôr  ô 

Ôx~'=~~Jx'    Tr'dx~f==    ~Tx" 
et  par  suite 

En  introduisant  cette  expression  de  —  et  les  expres- 
sions   analogues    dans   l'expression    de  -^-,  on  obtiendra 

— 2\ —  \u'(t--\cosÀ  +  v'(t — \cosj2  +  w'tt — )  COSV 

et  en  intégrant  par  parties ,  et  remarquant  que  cos  À, 
cosju,  cos  v  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à 
la  surface  de  séparation,  la  direction  positive  de  la  nor- 
male étant  tournée  vers  l'intérieur  du  corps,  on  trouvera 
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et 


\&b      dy   '   ôz  /  ' 

NOTE  10.     On  aura,  en  vertu  des  équations  (7), 
,  _         tfa\ 

et,  si  k  est  grand  en  comparaison  de  ap,  approximative- 
ment 2 

pa2 

m  =  8dfc' 

et  par  suite 

STrkw  =  pa2  =  a2h, 

A  =  p. 

Si  la  durée  d'une  oscillation  est  T.  on  aura  T  =  — , 

pw 
et,  comme  X  =  Tco, 

On  doit  pourtant  remarquer  que  h=p  (approxima- 
tivement) entraîne  approximativement  co  =  0. 

1 
NOTE  11.     La  conductibilité  du  cuivre  étant 


274100 
(voir  Weber  et  Kohlrausch:    Elektrodynamische    Maass- 
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bestimmungen.  Abh.  d.  sâchs.  Gesellsch.  d.  Wissensch. 
III,  p.  274),  on  aura 

2™i2=283417«- 

Du  reste  le  calcul  est  dépourvu  d'intérêt,  car  bien  que 

2tt 
Lorenz    dise    que   —a    est    petit    en    comparaison    de 

283417a,  on  ne  sait  pourtant  s'il  en  est  ainsi,  la  lon- 
gueur d'onde  dans  le  cuivre  étant  inconnue.  Si  en  effet 
l'on  a  approximativement  h  =  p,  w  est  nécessairement 
petit  en  comparaison  de  a,  et  par  conséquent  X  sera 
très  petit,  si  la  durée  d'une  oscillation  est  la  même  dans 
l'air  et  dans  le  cuivre. 

NOTE  12.  Le  raisonnement  de  Lorenz  montre  qu'il 
ne  peut  pas  se  développer  d'électricité  libre  dans  un 
corps  où  le  mouvement  de  l'électricité  est  périodique, 
mais  autrement  il  est  bien  possible  que  la  quantité  d'élec- 
tricité libre  dans  le  corps  ne  soit  pas  nulle. 

Voir  Kirchhoff:  Ueber  die  Bewegung  der  Elektricitât 
in  Leitern  (Pogg.  Ann.,  t.  102,  p.  532). 

NOTE  13.  Cela  veut  dire  qu'on  reconnaîtra  que  les 
équations  (A)  ne  peuvent  être  déduites  des  équations  (B) 
que  si  l'on  ajoute  des  conditions  aux  surfaces  de  sépara- 
tion identiques  à  celles  qu'on  trouvera  dans  Pogg.  Ann., 
t.  118,  p.  126,  cette  édition  p.  104,  pourvu  que  le  corps 
considéré  soit  entouré  d'un  milieu  absolument  non  con- 
ducteur. 

NOTE  14.   On  trouvera  comme  précédemment  (note  9) 
ôi/  ~  dtf  '    Ôy 
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et  par  conséquent 


ôy*       dy'2+^dydy'  +  dif 


On  aura  donc 

dx'dy'dz'   ô2     J        r 


dx'dy'dz'  ' 


(^('-3+»^(*-â+^-3). 


Si  nous  appelons  P  cette  expression,   on  obtiendra, 
en  intégrant  le  premier  terme  par  parties, 

'--S^è'K) 


et 


dx'dy'dz    d      i,       r{\ 
—r—^-'-a)) 


dy 


('-3) ,  'Ij^^^îl-'f'-ïl 


% 
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dx'dy'dz'  I    è"       ,,        r.    .     S2     , 


ïds'cosfi  d     ,/        r\         )))        r        dyU  \    '     al 
)       r        dyli\        â/  % 

Par  suite  on  aura 

'--F^tè'c-a+ç-'c-ï)) 


if/s'  cos^ 


4V(«— r)-  3     »•       V     «i 

d>      \        a)  6y 


<J       r       dy 

NOTE  15.  On  suppose  ici  (deux  fois)  que  la  con- 
stante arbitraire  introduite  par  l'intégration  est  nulle. 
(Voir  la  remarque  faite  plus  bas  dans  le  texte.) 

NOTE  16.  Il  sera  naturel  de  faire  ici,  à  la  fin  du 
développement  mathématique  de  la  théorie  électro- 
magnétique de  la  lumière  de  Lorenz,  une  comparaison 
de  cette  théorie  avec  celle  de  Maxwell,  en  premier  lieu 
parce  que  cette  comparaison  n'a  pas  été  faite  jusqu'ici 
et  en  second  lieu  parce  qu'on  n'a  pas  remarqué  la  diffé- 
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rence  des  deux  théories,  mais  qu'on  a  jusqu'à  présent 
supposé  qu'elles  étaient  identiques  au  fond. 

Maxwell  s'exprime  ainsi  sur  la  théorie  de  Lorenz 
dans  le  tome  II  de  son  „Treatise  on  electricity  and  mag- 
netism"  (3e  édition,  p.  449): 

„Dans  un  mémoire  publié  dans  les  Annales  de  Pog- 
gendorf,  juillet  1867,  p.  243—263,  M.  Lorenz  a,  en  ajoutant 
quelques  termes  insignifiants  par  rapport  aux  expériences, 
déduit  des  équations  de  Kirchhoff  un  nouveau  système 
d'équations  relatives  aux  courants  électriques  (Pogg.  Ann., 
t.  102,  1857).  Ces  nouvelles  équations  expriment  que  la 
distribution  des  forces  dans  le  champ  électromagnétique 
peut  être  regardée  comme  une  conséquence  de  l'influence 
mutuelle  des  éléments  voisins,  et  que  des  ondulations, 
composées  de  courants  électriques  transversaux,  peuvent 
se  propager  dans  les  corps  non  conducteurs  avec  une 
vitesse  comparable  à  celle  de  la  lumière.  Il  regarde 
pour  cette  raison  la  perturbation  qui  constitue  la  lumière 
comme  identique  avec  ces  courants  électriques,  et  il 
montre  que  les  corps  conducteurs  doivent  être  opaques 
pour  de  tels  rayonnements. 

Ces  conclusions  ressemblent  à  celles  qui  sont  exposées 
dans  ce  chapitre,  quoiqu'elles  soient  déduites  d'une 
manière  tout  à  fait  différente.  La  théorie  que  j'ai  dé- 
veloppée dans  ce  chapitre  a  été  publiée  pour  la  première 
fois  dans  les  Phil.  Trans.  1865,  p.  459— 512". 

Ce  passage  fait  voir,  ce  me  semble,  que  Maxwell 
est  d'avis  que  la  différence  entre  sa  théorie  et  celle  de 
Lorenz  porte  sur  la  forme  et  non  sur  le  fond,  tandis  que, 
comme  je  le  démontrerai  dans  ce  qui  suit,  c'jst  précisé- 
ment le  fond  qui  diffère. 

Maxwell    et    Lorenz    ont    développé    leurs    théories, 
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dont  les  résultats  sont  essentiellement  identiques,  indépen- 
damment l'un  de  l'autre.  La  théorie  de  Maxwell,  com- 
muniquée à  la  Royal  Society  dans  la  séance  du  8  dé- 
cembre 1864  sons  le  titre  „A  dynamical  theory  of  the 
electromagnetic  fîeld",  a  été  publiée  à  peu  près  deux  ans 
avant  celle  de  Lorenz,  qui  a  été  communiquée  à  la 
Société  royale  des  sciences  de  Copenhague  dans  la  séance 
du  25  janvier  1867. 

On  sait  qu'un  courant  électrique  peut  induire  dans 
un  corps  un  nouveau  courant,  et  que  ce  nouveau  cou- 
rant ne  dépend  pas  de  la  valeur  absolue  du  courant 
primitif,  mais  de  la  variation  de  ce  courant.  Les  deux 
théories  dépendent  en  réalité  des  lois  des  courants  induits, 
mais  ces  lois  sont  interprétées  dans  l'une  et  dans  l'autre 
d'une  manière  différente. 

Nous  examinerons  d'abord  comment  Maxwell  inter- 
prète ces  lois  et  le  fondement  de  la  théorie  électro- 
magnétique de  la  lumière  qu'il  en  déduit. 

Le  trait  fondamental  de  sa  théorie  est  la  différence 
des  actions  qu'une  force  électromotrice  exerce  sur  un 
corps  conducteur  et  sur  un  corps  non  conducteur  (ou 
plutôt  un  diélectrique).  Dans  un  corps  conducteur  une 
force  électromotrice  produira  un  certain  courant  élec- 
trique, c'est-à-dire  que,  si  la  force  électromotrice  ne 
varie  pas,  la  même  quantité  d'électricité  passera  dans 
chaque  unité  de  temps  par  une  tranche  quelconque  du 
corps.    Un  tel  courant  se  nomme  courant  de  conduction. 

Dans  un  corps  non  conducteur  (un  diélectrique),  une 
force  électromotrice  constante  produira  au  contraire  un 
déplacement  de  l'électricité,  c'est-à-dire  qu'au  moment 
où  cette  force  électromotrice  commence  d'agir  sur  le 
corps,  l'électricité  passera  instantanément  d'une  position 
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d'équilibre  à  une  autre.  De  plus  le  déplacement  est  pro- 
portionnel à  l'intensité  de  la  force  électromotrice. 

Par  conséquent  un  courant  électrique  ne  se  pro- 
duira dans  un  tel  corps  que  si  l'intensité  de  la  force 
électromotrice  varie,  et  l'intensité  du  courant  dépendra 
de  la  vitesse  de  la  variation  de  la  force  électromotrice 
et  de  la  nature  du  corps.  Un  tel  courant  se  nomme 
courant  de  déplacement. 

En  général,  les  corps  ne  sont  ni  parfaitement  con- 
ducteurs ni  parfaitement  diélectriques.  Le  courant  réel 
dans  un  corps  est  par  conséquent  composé  d'un  courant 
de  conduction  et  d'un  courant  de  déplacement. 

Lorenz,  au  contraire,  ne  fait  pas  cette  distinction 
entre  l'influence  d'une  force  électromotrice  sur  les  corps 
conducteurs  et  sur  les  corps  non  conducteurs.  Les  diélec- 
triques ne  sont,  d'après  lui,  que  des  corps  mauvais  con- 
ducteurs. 

Mais  les  résultats  des  deux  savants  étant  les  mêmes, 
cela  provient  d'une  seconde  différence  fondamentale 
entre  leurs  théories. 

Maxwell  ne  tient  pas  compte  du  temps  nécessaire 
pour  que  l'action  inductrice  d'un  courant  électrique 
puisse  se  propager  d'un  point  de  l'espace  à  un  autre, 
tandis  que  Lorenz  tient  compte  de  ce  temps.  C'est  ce 
qu'on  reconnaît  en  considérant  l'expression  de  Maxwell 
relative  à  l'intensité  électromotrice  en  un  point  (œ,  ij}  z) 
(Electricity  and  magnetism,  t.  II,  §  598  et  §  616);  car  il 
pose,  P  étant  la  composante  de  cette  intensité  parallèle 
à  l'axe  des  œ  (en  négligeant  quelques  quantités  qui 
n'influent  pas  sur  la  forme  définitive  de  l'équation,  et 
en  supposant  que  le  corps  parcouru  par  les  courants 
électriques  est  en  repos) 


p 

et 
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ÔF 


F  =  v^dx'dy'dz', 

où  u  et  r  ont  la  même  signification  que  dans  le  mé- 
moire de  Lorenz  et  où  fi  est  une  constante  (la  constante 
de  perméabilité). 

Lorenz  pose  comme  Maxwell 

ÔF 
dt  ' 


mais 


BM 


dxdy'dz\ 


en    supposant    que    l'action    inductrice    met    un  certain 

v 
temps  -  à  se  propager  du   point   (x\  ?/,  z')   à   (.r,  ;y,  z), 

ou  qu'elle  se  progage  avec  la  vitesse  a. 

Après  avoir  développé  les  expressions  de  l'intensité 
électromotrice,  on  peut  facilement  déduire  les  équations 
différentielles  qui  expriment  les  lois  des  courants  induits. 

Dans  le  cas  où  le  corps  n'est  ni  parfaitement  con- 
ducteur ni  parfaitement  diélectrique,  Maxwell  pose 

KôP  _       I    ÔF      Kd*F\ 

où  C  et  K  sont  des  constantes.  C  est  la  conductibilité, 
K  la  constante  de  cl i électricité,  qui  est  nulle  si  le  corps 
est  un  conducteur  parfait.  Cette  équation  exprime  que 
le  courant  total  se  compose  d'un  courant  de  conduction 
et  d'un  courant  de  déplacement.  Mais  en  vertu  de  l'ex- 
pression de  F,  on  aura 

J2F  =  —  4ttm 
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et  par  conséquent 

Pour  l'air,  ^  est,  dans  le  système  électrostatique,  égal 
à  -g ,  a  ayant  la  même  valeur  que  dans  le  mémoire  de 
Lorenz,  et  K  est  égal  à  1. 

La  valeur  de  C  est,  d'après  Maxwell,  4&,  comme  je 
l'ai  dit  dans  la  note  2. 

Lorenz  suppose  au  contraire  (en  négligeant  des 
quantités  qui  n'ont  pas  d'influence  sur  le  résultat) 


UdF 


a2 


(voir   les    équations  (A)),    et   en  appliquant  l'opération 

1   c2 

J 57r-,  aux  deux  membres  de  l'équation,  on  obtiendra 

2      arot 

1  cfu  _     \bnkdu 

J*u~tf~W  ~  ~cT~dt' 

On  voit  donc  que  pour  l'air  les  équations  de  Max- 
well et  de  Lorenz  sont  identiques.  Lorenz  ne  tient  pas 
compte  de  la  perméabilité  et  de  la  constante  de  diélec- 
tricité,  mais  il  est  évident  qu'en  supposant  que  la  vitesse 
de  propagation  de  l'action  inductrice  diffère  dans  les 
différents  corps,  on  pourrait  obtenir  une  concordance 
complète  entre  l'équation  de  Lorenz  et  celle  de  Maxwell. 

Gomme  résultat  de  ces  recherches  on  reconnaît  que 
les  bases  des  théories  électromagnétiques  de  la  lumière 
de  Lorenz  et  de  Maxwell  diffèrent  tout  à  fait  et  que 
l'hypothèse  de  Maxwell  relative  à  la  différence  d'action 
d'une  force  électromotrice  sur  un  corps  conducteur  et 
sur  un  diélectrique  n'est  pas  nécessaire  pour  le  développe- 
ment d'une  théorie  électromagnétique  de  la  lumière,  mais 
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qu'elle  peut  être  remplacée  par  la  supposition  qu'il  faut 
un  certain  temps  à  la  propagation  d'une  action  induc- 
trice d'un  point  à  un  autre. 

On  voit  que  l'exposition  des  théories  de  Maxwell  et 
de  Lorenz  présentée  dans  cette  note  diffère  considérable- 
ment des  développements  de  l'un  et  de  l'autre  savant.  Si 
nons  l'avons  adoptée  ici,  c'est  qu'elle  nous  a  paru  la  plus 
propre  à  faire  ressortir  la  différence  des  deux  théories. 


RECHERCHES  EXPÉRIMENTALES  ET  THÉORIQUES 


SUR 


LES   INDICES   DE    RÉFRACTION. 


(PREMIER    MÉMOIRE.) 
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RECHERCHES  EXPERIMENTALES  ET  THEORIQUES 

SUR  LES  INDICES  DE  RÉFRACTION.*  *  note  i 

VIDENSK.  SELSK.  SKR.,  T.  VIII  (5).     COPENHAGUE  1869. 

.Par  une  série  d'expériences  dont  les  présentes  for- 
ment la  première  partie,  actuellement  achevée,  j'ai  avant 
tout  eu  en  vue  de  rechercher  la  constitution  moléculaire 
des  corps  en  étudiant  leurs  propriétés  optiques  et  en 
particulier  leurs  réfraction  et  leur  dispersion.  J'ai  cherché 
à  atteindre  mon  but  aussi  bien  par  la  voie  de  l'expérience 
que  par  celle  de  la  théorie. 

En  ce  qui  concerne  les  indices  de  réfraction,  le  nombre 
des  expériences  qu'on  peut  utiliser  est  déjà  très  considé- 
rable, et  ce  nombre  s'est  en  particulier  dans  les  dernières 
années  augmenté  par  beaucoup  de  contributions  impor- 
tantes dues  à  d'habiles  observateurs.  On  reconnaît  pour- 
tant bientôt  que  les  petites  quantités  dont  dépend  essen- 
tiellement la  théorie  n'ont  pas  été  déterminées  avec  une 
précision  assez  grande,  en  partie  parce  qu'on  n'a  pas 
suffisamment  tenu  compte  de  l'influence  considérable  de 
la  dispersion  sur  les  résultats,  en  partie  parce  qu'on  ne 
peut  obtenir  la  précision  nécessaire  pour  le  développe- 
ment de  la  théorie  que  par  la  combinaison  de  deux 
méthodes,   celle  du  prisme,   dont  on  se  sert  en  général 

14* 
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pour  déterminer  les  indices  de  réfraction,  et  celle  des 
interférences,  qui  est  beaucoup  plus  exacte. 

C'est  pourquoi  j'ai  cherché  à  déterminer  l'influence 
de  la  dispersion  avec  plus  de  soin  qu'on  n'a  jusqu'ici 
jugé  nécessaire  d'en  apporter,  et  en  même  temps  j'ai 
fait  une  série  d'expériences  où  j'ai  appliqué  la  dernière 
méthode  pour  déterminer  les  variations  de  l'indice  de 
réfraction  de  l'eau  aux  différentes  températures. 

Mais  s'il  faut  regretter  le  défaut  d'expériences,  on  a 
encore  davantage  à  regretter  l'absence  d'une  théorie 
susceptible  de  montrer  la  relation  entre  l'indice  de  ré- 
fraction des  corps  et  leur  état  moléculaire;  car  le  pre- 
mier essai  de  théorie  fait  en  ce  genre  par  Laplace  ayant 
perdu  son  importance  en  même  temps  que  la  théorie  de 
l'émission,  on  a  dû  depuis  se  contenter  d'exposer  et 
d'examiner  des  formules  tout  à  fait  empiriques,  parmi 
lesquelles  (n2—  \)v  =  const.  et  (n  —  \)v  =  const.,  où  n 
est  l'indice  de  réfraction  et  v  le  volume,  ont  conservé 
quelque  valeur  et  une  certaine  admissibilité. 

Dans  un  mémoire  précédent  sur  la  théorie  de  la 
lumière  (Pogg.  Ann.,  t.  121;  cinquième  mémoire  de  cette 
édition)  j'ai  déjà  cherché  à  développer  une  théorie  ap- 
proximative de  l'indice -de  réfraction;  mais  c'est  seule- 
ment dans  le  présent  mémoire  que  j'ai  réussi  à  surmonter 
tout  à  fait  les  difficultés  qui  se  présentent  quand  on 
cherche  à  pousser  cette  théorie  jusqu'au  bout  sans  faire 
d'hypothèses  particulières  et  restrictives  sur  l'état  molé- 
culaire des  corps.  La  théorie  de  la  dispersion,  qui  n'est 
pas  traitée  dans  ce  mémoire,  sera  l'objet  d'une  étude 
séparée. 
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I. 

L'indice  de  réfraction  de  Veau  à  différentes  températures. 

L'indice  de  réfraction  d'un  corps  diminue  en  général 
si  le  corps  se  dilate  en  passant  d'une  température  à  une 
autre.  On  trouve  pourtant  quelques  exceptions  à  cette 
règle,  ce  qu'ont  démontré  en  premier  lieu  Rudberg  et 
plus  tard  Fizeau  pour  le  spath  d'Islande,  le  dernier  aussi 
pour  quelques  espèces  de  verre,  et  Jamin  pour  l'eau  à 
une  température  comprise  entre  0°  et  4°  G.  Mais  comme 
les  variations  de  la  dispersion  n'ont  pas  été  explorées 
pour  les  premiers  de  ces  corps  (car  Rudberg  dit  seulement 
que  la  dispersion  du  spath  d'Islande  ne  semble  pas  varier 
par  réchauffement),  et  comme  pour  l'eau  non  plus  ces 
variations  n'ont  pas  été  déterminées  avec  la  précision 
exigée  par  de  si  petites  variations  de  volume,  la  question 
n'est  pas  tranchée  jusqu'ici  de  savoir  si  ces  exceptions 
sont  des  phénomènes  de  dispersion  ou  bien  en  réalité  des 
variations  de  la  réfraction,  même  délivrée  de  la  dispersion. 

Si  n  est  l'indice  de  réfraction  correspondant  à  une 
couleur  déterminée,  dont  la  longueur  d'onde  est  À  dans 
l'espace  dépourvu  de  dispersion,  n2  et  par  suite  n  peu- 
vent, comme  Gauchy  l'a  démontré  le  premier,  être  dé- 
veloppés en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de 
1 

-Tô-.     Par  conséquent,  si  l'on  pose 
/ 

w  =  A  +  T  +  7+-'  (1) 

où  A,  B,  C,  ...  sont  des  constantes  indépendantes  de  la 
longueur  d'onde,  on  peut  regarder  comme  prouvé  par 
l'expérience  que  parmi  ces  constantes  il  y  en  a  au  moins 
quelques-unes  qui  dépendent  non  seulement  de  la  densité 
des  corps,  mais  encore  de  leur  température. 
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Ainsi  l'indice  de  réfraction  de  l'eau  n'est  pas  le  même 
à  0°  et  à  une  température  de  8°  à  9°,  tandis  que  le 
volume  de  l'eau  est  pourtant  le  même  à  ces  deux  tempé- 
ratures. Mais  nous  ne  savons  pas  si  cette  loi  est  valable 
pour  toutes  les  constantes  et  en  particulier  si  elle  est 
valable  pour  la  première. 

Soit  A  cette  constante  qui  désigne  l'indice  de  réfrac- 
tion correspondant  à  une  longueur  d'onde  infiniment 
grande,  et  que  nous  appellerons  l'indice  réduit  de  réfrac- 
tion. Il  importe  beaucoup  de  déterminer  cette  constante 
avec  précision  pour  les  différents  corps,  et  avant  tout 
on  doit  résoudre  le  problème  important  de  déterminer 
par  des  expériences  si  cette  constante  est  seulement  fonc- 
tion du  volume  spécifique  du  corps. 

Soit  dA  la  variation  totale  de  l'indice  de  réfraction 
réduit  produite  par  les  variations  simultanées  dv  et  dt 
du  volume  et  de  la  température;  on  aura,  en  désignant 
par  S  les  différentiations  parlielles, 

Il  s'agit  à  présent  de  trancher   par  l'expérience  la 

dA 

question  de  savoir  si  —  est  nul  ou  non.    D'après  les  re- 
àt 

marques  faites  ci -dessus,  la  question  ne  peut  pas  être 
considérée  comme  résolue  par  les  expériences  faites 
jusqu'ici ,  et  il  ne  serait  pas  légitime  d'en  conclure  que 
c'est  le  dernier  cas  qui  a  lieu  en  réalité,  car  ces  expériences 
n'ont  de  valeur  que  pour  l'indice  de  réfraction  composé 
n.  Au  contraire  les  phénomènes  présentés  par  les  gaz 
plaident  en  faveur  de  la  première  supposition,  car  il 
semble  que  leurs  indices  de  réfraction  soient  complète- 
ment   indépendants    de    la    température   si    les   volumes 
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ne  varient  pas.  Mais  cette  question  non  plus  ne  peut 
être  considérée  comme  complètement  tranchée  par  les 
expériences  faites  jusqu'à  présent,  et  il  faut  vraisemblable- 
ment pour  résoudre  la  question  un  examen  plus  appro- 
fondi que  celui  qu'on  lui  a  consacré  jusqu'ici. 

Le  corps  qui  après  les  gaz  est  le  plus  propre  à 
donner  une  solution  du  problème  de  l'influence  immé- 
diate de  la  chaleur  sur  l'indice  réduit  de  réfraction  est 
sans  aucun  doute  l'eau,  d'abord  parce  que  son  volume 
ne  varie  qu'extrêmement  peu  à  des  températures  peu 
élevées,  ce  qui  fait  qu'on  peut  mieux  y  observer  l'in- 
fluence de  la  chaleur  indépendamment  de  la  variation 
du  volume;  ensuite  parce  qu'elle  a  un  maximum  de 
densité  et  que  sa  dilatation  est  en  général  très  irrégu- 
lière, et  que  par  là  elle  fournit  une  occasion  favorable 
de  rechercher  si  les  mêmes  irrégularités  ou  les  mêmes 
lois  ont  lieu  pour  les  variations  de  l'indice  de  réfraction 
entre  les  limites  des  très  petites  variations  du  volume 
aux  températures  peu  élevées.  Ajoutons  à  cela  que  la 
dilatation  de  l'eau  a  été  déterminée  avec  une  précision 
extrêmement  grande,  en  particulier  par  Mathiessen  (Pogg. 
Ann.,  t.  128).  Pour  ces  raisons  il  n'est  pas  étonnant 
que  l'indice  de  réfraction  de  l'eau  ait  été  l'objet  de 
expériences  très  soigneuses  d'un  si  grand  nombre  de 
savants,  expériences  sur  lesquelles  j'insisterai  davantage 
dans  ce  qui  suit. 

Les  expériences  faites  avec  le  prisme  sur  l'indice  de 
réfraction  de  l'eau  ne  sont  cependant  pas  suffisantes, 
parce  qu'on  ne  peut  de  cette  manière  obtenir  une  préci- 
sion comparable  à  celle  avec  laquelle  on  a  déterminé 
le  volume  de  l'eau  à  différentes  températures.  Jamin 
seul,  qui  le  premier  a  rendu  la  méthode  des  interférences 


218 


pratiquement  applicable,  s'en  est  servi  dans  ce  but,  mais 
lui  non  plus  n'a  pas  réussi  à  obtenir  une  grande  préci- 
sion, ce  qu'on  reconnaît  déjà  par  la  forme  de  ses  résul- 
tats, les  variations  de  l'indice  de  réfraction  n'étant  indi- 
quées que  pour  la  lumière  blanche.  Cependant  il  est 
évident,  comme  cela  ressort  immédiatement  de  ces  ex- 
périences, que  l'indice  de  réfraction  de  l'eau  pour  la 
lumière  visible  n'a  pas  de  maximum  à  4°. 

La  méthode  imaginée  par  Jamin  consiste  en  ce  que 
la  lumière  frappe  sous  une  direction  oblique  une  lame 
de  verre  à  faces  parallèles,  ce  qui  fait  que  chaque  rayon 
de  lumière  est  divisé  en  deux  rayons  parallèles,  dont 
l'un  est  réfléchi  par  la  face  antérieure  du  miroir,  et  dont 
l'autre  au  contraire  est  réfracté,  puis  réfléchi  par  la  face 
postérieure,  qui  en  général  est  recouverte  d'un  miroir  de 
métal.  Ces  deux  rayons  se  superposent  de  nouveau  en 
frappant  un  autre  miroir  parallèle  au  premier  et  ayant 
la  même  épaisseur,  le  premier  rayon  faisant  ici  le  même 
chemin  que  le  second  a  fait  dans  le  premier  miroir  et 
vice  versa.  Si  l'on  fait  passer  les  deux  rayons  séparé- 
ment par  deux  tubes  situés  côte  à  côte,  de  même  lon- 
gueur et  remplis  d'eau,  on  pourra  observer,  en  notant  le 
déplacement  des  franges  d'interférence  produites  par  la 
réunion  des  rayons,  toute  variation  de  l'indice  de  réfrac- 
tion dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  tubes. 

Dans  les  expériences  projetées  il  fallait  que  la  tempé- 
rature de  l'eau  fût  différente  dans  les  deux  tubes;  pour 
cette  raison  il  importait  que  les  deux  rayons  fussent 
séparés  l'un  de  l'autre  par  un  intervalle  assez  grand,  et 
par  conséquent  les  deux  miroirs  devaient  avoir  une  épais- 
seur considérable.  C'est  pourquoi  je  ne  me  suis  pas 
servi,  comme  ou  l'a  fait  jusqu'ici,  de  deux  miroirs  taillés 
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dans   une   pièce  de  verre  à  faces  parallèles,   mais  je  les 

ai  remplacés  par  deux  cubes  polis  sur  quatre  faces,  que 

j'ai  fait  fabriquer  chez  M.  le   directeur  Merz   à  Munich. 

Ces  miroirs  étaient   à   tous   égards   admirablement   bien 

exécutés   et  ne  présentaient  qu'une  très  petite  différence 

dans  leurs  dimensions,  qui  étaient  données  de  \\  pouce 

(mesure  française).     Par    des.   mesures    au    sphéromètre 

j'ai  trouvé  les  nombres  suivants  pour  la  distance  de  deux 

surfaces  opposées: 

Cube  A  Cube  B 

103,052  103,024 

102,970  102,915. 

Par  conséquent  j'ai  trouvé  à  peu  près  103  degrés 
du  sphéromètre  pour  toutes  les  surfaces,  ce  qui  corres- 
pond à  41mm,57.  Pour  examiner  en  même  temps  si  la 
masse  du  verre  était  identique  dans  les  deux  cubes,  on 
les  plaça  côte  à  côte,  serrés  l'un  contre  l'autre,  chacun 
devant  sa  fente,  et  on  observa  au  moyen  d'une  lunette 
le  spectre  d'interférence.  Le  déplacement  de  la  frange 
centrale  de  ce  spectre  produit  par  l'inégale  épaisseur 
des  deux  cubes  se  montra  à  tous  égards,  tant  en  gran- 
deur qu'en  direction,  d'accord  avec  les  mesures  citées, 
d'où  l'on  peut  conclure  que  les  indices  de  réfraction 
des  deux  cubes  doivent  être  tout  à  fait  identiques.  De 
plus  on  pouvait  juger  par  la  régularité  des  franges  de  la 
pureté  et  de  l'homogénéité  parfaites  de  la  masse  de  verre. 

Gomme  surfaces  réfléchissantes  j'ai  choisi  celles  dont 
les  distances  différaient  le  moins  (103,052  et  103,024). 
La  différence  était  Omm,on.  On  argenta  les  deux  sur- 
faces qui  devaient  servir  de  faces  postérieures. 

Gomme  source  de  lumière  j'ai  employé  des  flammes 
monochromatiques  de  sodium  et  de  lithium.      Dans  une 
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solution  concentrée  de  chlorure  de  sodium  fut  placée, 
d'après  la  méthode  indiquée  par  Ketteler  (Ueber  die 
Farbenzerstreuung  der  Gase),  une  mèche  d'amiante  qui 
fut  approchée  d'un  bec  de  Bunsen.  Outre  cette  lumière 
jaune  je  me  suis  encore  servi  d'une  lumière  mixte  jaune 
et  rouge,  que  j'ai  obtenue  au  moyen  d'une  solution 
concentrée  de  chlorure  de  lithium  contenant  un  peu  de 
chlorure  de  sodium.  J'ai  encore  de  différentes  manières 
fait  des  expériences  avec  une  flamme  de  thallium;  mais 
quoique  j'aie  obtenu  de  belles  franges  d'interférence, 
tant  que  les  rayons  interférents  n'ont  traversé  que  l'air, 
il  ne  me  fut  pas  possible,  quand  les  colonnes  d'eau  étaient 
interposées,  d'obtenir  des  franges  d'une  netteté  suffisante 
pour  qu'on  put  s'en  servir  pour  des  mesures  exactes. 

L'un  des  deux  cubes  A  (fig.  1,  pag.  223)  fut  fixé 
dans  une  position  invariable  à  un  solide  support  de  fer, 
l'autre  B  fut  placé  au  centre  d'un  disque  horizontal 
divisé,  de  200mm  de  diamètre,  qui  pouvait  tourner  autour 
d'un  axe  vertical  et  être  réglé  exactement  au  moyen 
d'une  vis  horizontale  c,  qui  s'engrenait  avec  le  contour. 
Le  support  reposait  sur  trois  vis  calantes  verticales,  et 
la  base  pouvait  être  déplacée  horizontalement  dans  une 
direction  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joignait  les  deux 
cubes.  Après  avoir  assuré  la  verticalité  des  faces  ré- 
fléchissantes, on  produisit  des  franges  d'interférence  avec 
la  flamme  de  sodium  dans  L  en  réglant  la  position  du 
cube  B;  puis  on  chercha,  en  déplaçant  la  base  du  sup- 
port et  en  changeant  la  position  de  la  flamme,  à  trouver 
l'angle  d'incidence  le  plus  avantageux;  cet  angle  d'inci- 
dence fut  choisi  un  peu  plus  petit  que  45°.  Les  franges, 
qui  étaient  visibles  à  l'œil  nu,  furent  agrandies  et  rendues 
plus    distinctes    par    l'emploi    de   deux    lentilles   a   et  b. 
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La  première,  qui  était  munie  d'un  réticule,  était  conver- 
gente et  sa  distance  focale  était  de  320mm;  l'autre,  placée 
à  quelque  distance  de  la  première,  était  plus  petite  et 
avait  une  distance  focale  de  40mm:  c'est  avec  cette  len- 
tille que  furent  observées  les  images  agrandies  des  franges 
et  du  réticule. 

Ce  système  a  été  reconnu  ici  le  plus  avantageux. 
L'interposition  d'une  lentille  convergente  entre  la  flamme 
et  le  premier  cube  s'est  montrée  peu  pratique.  A  cause 
du  défaut  inévitable  de  parallélisme  des  surfaces  réflé- 
chissantes, c'est  dans  une  position  déterminée,  à  savoir 
quand  elles  faisaient  un  angle  de  60°  avec  l'horizon,  que 
les  franges  ont  apparu  le  plus  nettement.  En  faisant  tour- 
ner les  vis  verticales  sur  lesquelles  reposait  le  support, 
on  pouvait  rendre  les  franges  plus  ou  moins  verticales 
et  en  même  temps  on  pouvait  au  moyen  de  la  vis  hori- 
zontale régler  leur  déplacement  jusqu'à  une  petite  frac- 
tion de  la  largeur  d'une  frange.  Les  franges  obliques 
apparurent  rectilignes,  et,  regardées  comme  si  elles  étaient 
à  la  distance  de  la  vision  distincte,  elles  étaient  séparées 
par  un  espace  de  3mm.  On  pouvait  en  même  temps 
observer  près  de  20  franges,  quand  les  tubes  étaient 
intercalés  entre  les  cubes,  et  ces  franges  étaient  partout 
également  distinctes  dans  le  champ  de  vision  rectangu- 
laire. Outre  ces  franges  on  pouvait  encore,  quand  les 
tubes  n'étaient  pas  intercalés  entre  les  cubes,  observer  à 
quelque  distance  des  premières  deux  autres  systèmes  de 
franges  plus  étroites,  qu'on  déplaçait  dans  la  direction 
opposée  à  celle  des  premières  en  faisant  tourner  le  cube. 
L'un  de  ces  systèmes  était  produit  par  l'interférence  de 
deux  rayons,  dont  chacun  était  réfléchi  d'abord  par  la 
surface  antérieure  de  l'un  des  cubes  et  ensuite  trois  fois  à 
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l'intérieur  de  l'autre:  savoir  une  première  fois  en  totalité 
par  l'une  des  surfaces  latérales  du  cube,  une  seconde 
fois  par  la  surface  postérieure  recouverte  du  miroir  et 
enlin  de  nouveau  en  totalité  par  l'autre  surface  latérale. 
La  petite  perte  d'intensité  lumineuse  due  à  ces  réflexions 
et  la  forme  parfaite  des  cubes  ont  permis  d'observer 
ces  franges  très  distinctement.  Pour  la  même  raison  on 
pouvait  encore  observer  distinctement  un  troisième  sy- 
stème de  franges,  qui  apparut  immédiatement  à  côté  du 
précédent  et  qui  devait  être  produit  par  une  sextuple 
réflexion  intérieure. 

Une  autre  observation,  que  j'eus  l'occasion  de  faire 
avec  ces  cubes  avant  qu'ils  fussent  argentés,  n'est  peut- 
être  pas  dépourvue  d'intérêt.  Ils  furent  disposés  d'une 
manière  semblable  à  celle  qui  a  été  décrite  ci-dessus, 
mais  tournés  de  manière  que  les  diagonales  fussent  situées 
dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre.  La  flamme  de 
sodium  fut  placée  derrière  l'un  des  cubes  dans  la  direc- 
tion de  la  ligne  qui  les  joignait,  et  la  lumière,  frappant 
l'arête  la  plus  proche  du  premier  cube,  y  fut  réfractée 
par  les  deux  surfaces  dans  deux  directions  différentes  et 
sortit  du  cube  en  deux  rayons  parallèles  distants  de  plus 
d'un  pouce.  Ces  deux  rayons  furent  interceptés  par 
l'autre  cube  et  sortirent  par  l'arête  opposée  à  une  petite 
distance  l'un  de  l'autre.  On  pouvait  par  conséquent 
observer  ici  au  moyen  d'une  lunette  des  franges  d'inter- 
férence, pourvu  que  la  source  de  lumière  fût  limitée  par 
une  fente  étroite.  Bien  qu'on  ait  par  cette  disposition 
l'avantage  d'opérer  avec  la  lumière  transmise,  les  franges 
sont  cependant  trop  étroites  pour  pouvoir  être  utilisées, 
ce  qui  provient  de  ce  que  les  rayons  interférents  sortent 
par  deux  points  différents,  et  pour  cette  raison  se  com- 
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portent  toujours,  même  si  leur  distance  mutuelle  est 
rendue  aussi  petite  qu'on  veut,  comme  s'ils  émanaient 
de  deux  fentes  différentes,  tandis  qu'ils  peuvent  avec  les 
miroirs  de  Jamin  sortir  par  le  même  point  d'une  surface. 

Fig. 1. 
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L'appareil  C  (fig.  I  et  fig.  2)  sert  à  recevoir  l'eau 
qui  doit  être  observée.  Le  pied  (ee)  était  une  plaque 
solide  de  métal,  longue  de  327mm,  large  de  80mm,  à  la- 
quelle étaient  reliées  les  deux  extrémités  (ee')  qui  étaient 
de  la  même  largeur  et  fixées  par  de  solides  traverses  de 
métal.  Ces  extrémités,  hautes  de  180mm,  supportaient 
deux  vases  ou  auges  F  et  F',  ouvertes  par  le  haut,  à 
coupes  transversales  rectangulaires,  qui  mesuraient  à 
l'intérieur  71mm  de  haut  et  32mm  de  large.  Ces  auges 
étaient  séparées  par  un  intervalle  de  5mm,5;  l'une  (F)  avait 
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été  coupée  en  deux  par  le  milieu  et  la  coupure  remplie 
d'un  mastic  mou,  de  manière  qu'elle  pouvait  librement 
être  dilatée  ou  contractée  par  échauffement  ou  refroi- 
dissement. Des  ouvertures  rectangulaires  situées  aux 
extrémités  de  chaque  auge,  hautes  de  28mm  et  larges  de 
llmm,  servaient  au  passage  de  la  lumière.  L'intervalle 
de  deux  ouvertures  était  large  de  19mm,7.  Elles  étaient 
fermées  à  l'intérieur  par  des  feuilles  de  mica  (épaisses 
de  0mm,l0),  qui  séparaient  l'auge  de  deux  petits  réser- 
voirs de  bois  vernissé.  Ces  réservoirs,  qui  occupaient 
toute  la  largeur  de  l'appareil,  étaient  fermés  par  des 
plaques  de  verre  (/  et  V)  à  glaces  épaisses  de  6mm  qui 
n'étaient  séparées  des  faces  extrêmes  de  l'appareil  que 
par  un  espace  de  20mm.  Les  petits  réservoirs  étaient 
fixés  aux  extrémités  de  l'appareil.  On  avait  auparavant 
examiné  les  plaques  de  verre  en  les  intercalant  entre 
les  cubes,  pendant  qu'on  observait  les  franges  d'interfé- 
rence, et  elles  s'étaient  montrées  d'un  emploi  excellent. 

Tout  l'appareil  était  préservé  contre  l'effet  de  la 
chaleur  rayonnante  de  la  flamme  (L)  par  un  écran  m; 
on  avait  encore  placé  une  grande  et  épaisse  plaque  de 
mica  n  entre  la  flamme  et  le  cube  A,  afin  de  préserver 
celui-ci  contre  la  chaleur  rayonnante. 

Les  expériences  furent  en  général  exécutées  de  la 
manière  suivante. 

Les  deux  auges  et  les  deux  réservoirs  furent  remplis 
presque  jusqu'au  bord  avec  de  l'eau  distillée  à  la  tempé- 
rature de  l'atmosphère,  et  le  cube  B  fut  installé  de 
manière  que  les  franges  fussent  parfaitement  distinctes. 
Parfois  aussi  je  me  suis  servi  d'une  flamme  de  gaz  pour 
ajuster  à  peu  près  la  frange  centrale.  Du  reste  il  n'y 
avait  pas  de  frange  centrale  blanche.     L'eau  dont  je  me 
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suis  servi  était  distillée  mais  non  purgée  d'air  par  ébulli- 
tion,  vu  qu'on  ne  pouvait  pas  préserver  l'eau  contre 
l'accès  de  l'air,  et  qu'une  erreur  considérable  pouvait 
être  la  conséquence  de  l'absorption  de  l'air  pendant  la 
durée  de  l'expérience.  Van  der  Willigen  a  fait  la  même 
remarque  au  sujet  de  ses  expériences  sur  l'indice  de 
réfraction  de  l'eau. 

j\près  qu'on  eut  ajusté  les  cubes,  une  partie  de  l'eau 
de  l'auge  divisée  (presque  i)  fut  enlevée  par  un  siphon 
et  chauffée  à  environ  20°,  puis  elle  fut  de  nouveau  mé- 
langée avec  l'eau  restante  de  l'auge.  Il  était  nécessaire 
de  faire  ce  mélange  avec  beaucoup  de  précaution,  et  en 
conséquence  l'eau  chauffée  était  amenée  par  le  siphon  au 
fond  de  l'auge,  en  même  temps  qu'on  donnait  au  siphon 
un  mouvement  de  va-et-vient  en  avant  et  en  arrière. 
Ensuite  l'eau  des  quatre  réservoirs  fut  soigneusement 
agitée  et  la  même  opération  pouvait  être  répétée  une 
ou  deux  fois. 

Si  l'on  ne  prenait  pas  ces  précautions  pour  échauffer 
l'eau  ou  si  l'eau  était  trop  chauffée,  il  en  résultait  que 
les  franges  devenaient  bientôt  indistinctes  pendant  la 
durée  de  l'expérience,  qu'elles  se  déformaient  et  enfin 
s'évanouissaient  tout  à  fait.  Il  était  bien  possible  de 
faire  reparaître  ces  franges  en  changeant  la  position  des 
cubes,  mais  on  reconnaît  facilement  que  les  résultats 
des  mesures  ne  pouvaient  dans  ce  cas  être  exacts,  c'est 
pourquoi  je  n'ai  tenu  compte  d'aucune  des  expériences 
où  ce  procédé  a  été  nécessaire.  Pour  cette  raison  on  ne 
peut  s'éloigner  que  d'un  nombre  limité  de  degrés  de  la 
température  de  l'air;  aussi  les  expériences  ont-elles  été 
faites  en  différentes  saisons,  du  printemps  jusqu'à  la  fin 
de  l'année. 
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Si  les  franges  étaient  observées  au  moment  où  l'on 
venait  d'agiter  l'eau,  elles  restaient  tout  à  fait  immobiles 
pendant  près  d'une  minute;  puis  elles  commençaient  à 
se  déplacer  avec  une  vitesse  toujours  croissante,  pour- 
tant vite  parvenue  à  un  maximum,  où  le  temps  du  dé- 
placement d'une  frange  pouvait  s'amoindrir  jusqu'à  près 
de  cinq  secondes;  puis  la  vitesse  se  mettait  à  décroître 
très  régulièrement.  On  s'est  servi  du  temps  consécutif 
à  l'agitation  de  l'eau,  pendant  lequel  les  franges  restaient 
immobiles,  pour  observer  des  thermomètres,  placés,  au 
nombre  de  deux,  un  dans  chaque  auge.  Puis  on  a 
compté  les  franges  qui  passaient  devant  le  réticule,  et 
on  a  continué  jusqu'à  ce  que  la  durée  du  déplacement 
d'une  frange  fût  au  moins  d'une  minute.  L'eau  fut  de 
nouveau  agitée,  pendant  qu'on  observait  et  comptait 
toujours  les  franges,  et  il  va  de  soi  qu'il  était  bien  im- 
portant que  les  franges  ne  s'évanouissent  pas  par  l'agita- 
tion, ce  qu'on  ne  pouvait  obtenir  que  si  l'on  continuait 
à  compter  tout  le  temps  qu'on  a  indiqué  ci-dessus. 

Ordinairement  le  nombre  des  franges  fut  augmenté 
de  quelques  unités  quand  on  agitait  l'eau  chaude;  en 
agitant  l'eau  des  petits  réservoirs  il  fut  changé  d'une 
petite  fraction,  et  en  agitant  l'eau  froide  il  fut  un  peu 
diminué.  On  observa  de  nouveau  les  thermomètres.  Ils 
furent  donc  observés  au  commencement  et  à  la  fin  des 
expériences,  quand  la  température  des  réservoirs  était 
devenue  stationnaire  et  uniforme,  ce  qui  était  absolument 
nécessaire  pour  qu'on  pût  obtenir  des  résultats  exacts. 

On  reconnaît  facilement  que  le  déplacement  des 
franges  est  principalement  dû  au  refroidissement  de  l'eau 
la  plus  chaude  par  le  rayonnement  et  la  conduction  de 
la  chaleur  aux  autres  réservoirs  plus  froids  et  au  milieu 
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ambiant.  Au  contraire  l'eau  froide,  qui  déjà  avant  la 
première  observation  des  thermomètres  était  devenue  un 
peu  plus  chaude  que  l'air  ambiant,  pouvait  conserver  à 
peu  près  la  même  température  pendant  toute  la  durée 
de  l'expérience. 

On  verra  dans  ce  qui  suit  qu'on  a  obtenu  une  pré- 
cision et  une  concordance  mutuelle  des  expériences  très 
satisfaisante.  J'attribue  ce  bon  résultat  essentiellement  à 
deux  causes:  la  séparation  de  l'eau  chaude  et  des 
plaques  de  verre  par  les  petits  réservoirs  extérieurs,  et 
l'agitation  de  l'eau  dans  des  auges  ouvertes  et  assez 
grandes.  En  effet,  si  les  colonnes  d'eau  inégalement 
chaudes  étaient  immédiatement  fermées  par  les  plaques 
de  verre,  les  franges  devenaient  bientôt  indistinctes  par 
réchauffement  inégal  des  verres  et  finissaient  par  s'éva- 
nouir tout  à  fait.  Les  résultats  étaient  encore  plus  mau- 
vais si  chaque  colonne  d'eau  était  fermée  séparément  par 
son  verre  plan;  par  conséquent  il  était  nécessaire  d'ajouter 
les  deux  petits  réservoirs,  qui  furent  alors  séparés  des 
deux  colonnes  d'eau  par  des  plaques  très  minces  de  mica. 

J'ai  obtenu  de  même  des  résultats  peu  satisfai- 
sants dans  quelques  expériences  où  l'eau  que  traver- 
saient les  rayons  lumineux  était  contenue  dans  deux 
tubes  fermés  et  rectangulaires,  qu'entourait  l'eau  des 
auges.  Les  tubes  étaient  coupés  par  le  milieu  et  réunis 
par  du  caoutchouc.  Deux  thermomètres  dans  chaque 
tube  indiquaient  la  température  de  l'eau.  Mais  on 
reconnut  qu'elle  ne  pouvait  pas  devenir  uniforme.  Il  se 
formait  des  couches  de  température  inégale,  qui  faisaient 
que  les  franges  se  déformaient  et  qu'on  ne  pouvait  pas 
déterminer   la   température    avec  précision.     C'est  pour 

15 
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cette  raison  qu'on  a  obtenu  des  résultats  différents  au 
commencement  et  à  la  fin  de  chaque  expérience. 

On  a  dû  remarquer  qu'une  seule  des  auges  était 
divisée,  tandis  que  l'autre  était  entière  afin  d'assurer  la 
solidité  le  l'appareil.  Pour  rechercher  si  cette  circon- 
stance suffit  en  elle-même  à  fausser  les  résultats  et  à 
produire  un  déplacement  des  franges  quand  on  chauffe 
uniformément  les  auges,  on  a  placé  une  plaque  de  métal 
chaude  dans  l'espace  compris  entre  les  deux  auges.  Le 
résultat  ne  fut  cependant  pas  un  déplacement  des  franges  ; 
celles-ci  devinrent  seulement  de  plus  en  plus  indistinctes 
à  mesure  que  la  chaleur  gagnait  les  couches  d'eau  les 
plus  proches. 

Si  l'intervalle  entre  les  auges  ne  fut  pas  rempli  par  un 
corps  mauvais  conducteur,  c'est  que  cela  ne  donna  aucun 
bon  résultat,  probablement  parce  que  la  conduction  de 
la  chaleur  était  par  là  trop  concentrée  aux  faces  extrêmes. 

Les  nombres  contenus  dans  le  tableau  ci -après 
sont  les  résultats  de  toutes  les  expériences  faites  de  la 
manière  indiquée,  à  l'exception  pourtant  des  deux  dernières, 
où  la  différence  de  température  est  produite  par  refroi- 
dissement et  non  par  échauffement.  Les  deux  thermo- 
mètres dont  on  s'est  servi  ici  avaient  été  tous  deux 
fabriqués  par  Fastré,  et  leur  échelle  était  divisée  d'une 
manière  arbitraire.  Après  avoir  détermiré  soigneusement 
le  point  de  congélation  et  le  point  d'ébullition,  on  a 
trouvé  les  formules  suivantes  pour  l'expression  de  la 
température  t  en  degrés  centigrades: 

t   =   —  18,985  +  2,65112;, 
t  =  -       2,763  + 2,0877  T2, 

où    Tl   et    T2  sont  les   degrés   indiqués  par  les  thermo- 


û229 


mètres,  dont  le  premier  était  placé  dans  l'auge  F',  l'autre 
dans  l'auge  F.  Dans  les  échelles  des  deux  thermomètres 
chaque  degré  était  divisé  en  10  parties  égales,  et  celles- 
ci  étaient  assez  grandes  pour  qu'on  pût  avec  une  préci- 
sion suffisante  apprécier  les  dixièmes. 

La  première  colonne  du  tableau  ci-dessous  contient 
les  numéros  d'ordre  des  expériences;  la  seconde  et  la 
quatrième  les  degrés  observés  au  commencement  et  à  la 
fin  de  chaque  expérience;  la  troisième  et  la  cinquième 
les  degrés  calculés  en  centigrades,  et  la  dernière  le  nombre 
des  franges  déplacées  de  la  flamme  de  sodium. 


Nos 


t, 


T, 


h 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 


/        15,22 
\        15.30 

21,36 

21,58 

13,30 
11,75 

25,00 

21,77 

/        15,90 
\        15,90 

23,16 
23,16 

14,20 
12,44 

26,88 
23,21 

/        16,02 
\        16,17 

23,49 

23,88 

14,41 

12,81 

27,32 
23,98 

/        17,87 
\        17,86 

28,39 
28,36 

16,01 
15,13 

30,66 

28,82 

/        18,78 
\        18,68 

30,80 
30,54 

17,91 
16,07 

34,63 
30,79 

/        18,77 
\        18,66 

30,78 
30,49 

17,69 
16,00 

34,17 
30,64 

/        13,00 
\        13,00 

15,48 

15,48 

11,16 
9,10 

20,54 

16,24 

/        12,20 
\        12,47 

13,36 
14,07 

10,60 

8,30 

19,37 
14,56 

/        11,76 

\        12,18 

12,19 
13,30 

10,00 

7,84 

18,11 
13,60 

/        10,11 
\        10,62 

7,82 
9,17 

8,46 
6,00 

14,90 
9,76 

/          9,20 
l          9,70 

5,40 
6,73 

6,21 

4,86 

10,20 
7,38 

/          9,40 
\          9,80 

5,94 
7,00 

6,22 
5,11 

10,22 
7,90 

i\        9,31 
\          9,27 

5,70 
5,59 

2,60 
3,49 

2,67 

4,52 

/          8,78 
\          8,75 

4.29 
4,21 

2,02 
2,80 

1,45 

3,08 

175,3 

199 

204 

107 

234 

209 

189 

221 

215,5 

198 

89,6 

76 

21 

11,5 


15" 
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Dans  les  expériences  qui  suivent  on  s'est  servi  d'un 
thermomètre  de  Geisler,  qui  était  divisé  en  dixièmes  de 
degré  C.  Il  marquait  0,40  degré  au  point  de  congélation, 
et  fut  par  conséquent  corrigé  par  soustraction  de  0,40 
degré.  Ces  expériences,  les  trois  premières  exceptées, 
furent  faites  d'une  autre  manière,  qui  pour  les  tempé- 
ratures peu  élevées  donna  un  résultat  plus  exact.  Si 
la  température  de  l'eau  dans  l'auge  F  était  amenée 
presque  à  0e,  et  si  l'eau  de  l'autre  auge  avait  une  tempé- 
rature d'environ  4°  G.,  ce  qui  était  nécessaire  parce  que 
cette  température  était  à  peu  près  celle  de  l'air  ambiant, 
les  petites  variations  inévitables  de  la  dernière  colonne 
d'eau  devaient  trop  influer  sur  les  résultats  pour  qu'il 
fût  possible  de  déterminer  avec  précision  le  petit  déplace- 
ment dû  à  réchauffement  de  la  colonne  d'eau  la  plus  froide. 
Pour  cette  raison  je  n'ai  conservé  que  trois  expériences 
faites  de  la  première  manière  (les  trois  premières  du 
tableau  ci-dessous),  dans  lesquelles  l'eau  de  l'auge  F' 
avait  accidentellement  gardé  la  même  température  au 
commencement  et  à  la  fin  des  expériences.  Les  autres 
expériences  ont  été  faites  de  la  manière  suivante. 

L'auge  F  fut  remplie  d'eau  presque,  à  0°,  l'eau  des 
autres  réservoirs  étant  à  une  température  un  peu  plus 
basse  que  celle  de  l'air.  Après  avoir  suffisamment  agité 
l'eau  de  F,  on  a  observé  le  thermomètre  qui  y  était 
plongé;  puis  on  a  mélangé  comme  à  l'ordinaire  une 
petite  quantité  d'eau  à  2°  ou  à  4°  avec  l'eau  de  cette 
auge,  en  observant  toujours  les  franges.  Après  avoir 
obtenu  un  déplacement  d'une  ou  de  plusieurs  franges, 
on  a  cessé  de  mettre  de  l'eau  dans  cette  auge.  Puis  on 
n'a  plus  fait  qu'agiter  l'eau  dans  cette  auge  et  dans  les 
petits  réservoirs,  et  on   a  lu  les  indications  des  thermo- 
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mètres.  La  durée  d'une  telle  expérience  était  si  courte, 
que  l'eau  dans  l'autre  auge  ne  pouvait  par  la  variation 
de  sa  température  produire  aucun  déplacement  de  frange 
d'après  des  expériences  faites  antérieurement,  si  elle 
restait  en  repos  après  la  première  agitation.  Cette  ma- 
nière de  faire  les  expériences  a  donné  des  résultats  satis- 
faisants et  elle  était  d'une  application  facile.  Mais  il  va 
sans  dire  qu'on  ne  pouvait  pas  appliquer  la  même  mé- 
thode pour  des  températures  plus  élevées,  où  la  plus 
petite  inégalité  dans  la  distribution  de  la  chaleur  eût 
influé  beaucoup  sur  les  franges  et  amené  bientôt  leur 
disparition. 

Le  tableau  ci-dessous  contient  dans  la  colonne  t  les 
températures  de  l'eau  de  l'auge  F'  au  commencement 
des  expériences,  dans  la  colonne  t'  les  températures  à 
la  fin  des  expériences,  et  dans  la  colonne  s  le  nombre 
des  franges  déplacées  de  la  flamme  de  sodium. 


Nos 

t 

r 

s 

15 

1,77 

2,57 

5 

16 

0,95 

2,10 

5 

17 

1,80 

2,60 

5 

18 

0,50 

1,31 

2,2 

19 

0,32 

1,43 

3 

20 

1,19 

1,45 

0,32 

0,80 

0,20 

0,90 

21 

0,45 

0,95 

0,25 

0,89 

0,25 

0,80 

0,39 

0,96 

Les    six    derniers    résultats    indiqués    sous  le  n°  21 
donnent  comme  moyenne  un  déplacement   d'une   frange 
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pour  un  échauffement  de  0°,310  à  0°,883  G. ,  et  on  s'est 
servi  dans  les  calculs  de  cette  moyenne  au  lieu  des 
valeurs  observées  directement. 

Le  calcul  des  expériences  a  été  fait  de  la  manière 
suivante.  Soit  s(t)  le  nombre  des  franges  déplacées  par 
un  échauffement  de  0°  à  t°  G.  de  la  colonne  d'eau  dans 
l'auge  F,  et  soit  par  conséquent  — ^  le  rapport  du 
nombre  des  franges  déplacées  à  l'accroissement  du  temps 
dt:   alors  on  peut  écrire 

£jÛ -•+*+*+...,  (3) 

s(t)  =  rf  +  jW+i  **+•••  (4) 

Si  la  colonne  F  en  question  est  chauffée  de  tx  à  t[ 
degrés,  et  si  l'autre  colonne  F',  qui  est  de  la  même 
grandeur,  est  chauffée  de  t2  à  t[  degrés,  le  nombre  des 
franges  déplacées  sera  déterminé  par  la  relation 

s  =-.  s(^-,(g_^;)+5(g.  (5) 

On  doit  à  présent  pour  chaque  expérience  chercher 
la  température  t  qui  satisfait  à  l'équation 

ds(t)  _     s_ 
dt     ~  J'  w 

où  A  est  la  différence  d'accroissement  de  température 
dans  les  deux  auges: 

j  =  t'-t--t[+t2.  (7) 

Si  les  deux  séries  ci-dessus  (3)  et  (4)  se  réduisaient 
à  leurs  deux  premiers  termes,  on  obtiendrait  en  vertu 
de  (5) 

,        aj  +  ib^-tl-Ç+tl), 
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et  si   dans  cette  hypothèse  l'on   remplace   t  par  r  dans 
les  équations  (6)  et  (3),  on  obtiendra 
s  =  ad-\-brJ. 
Des  deux  dernières  équations  on  peut  déduire 

r  =  1 î îZLl  .  (8) 

C'est  par  cette  formule  qu'on  a  calculé  r  pour  chaque 
expérience;  puis  les  constantes  a,  è,  c  ont  été  calculées 
par  la  méthode  des  moindres  carrés.     On  a  trouvé 

_  =  _  0,on, 

résultat  qui  était  suffisamment  exact  pour  le  calcul  de  t. 
En  effet,  si  l'on  tient  aussi  compte  du  troisième  terme 
des  séries  (3)  et  (4),  on  aura  en  vertu  des  équations 
(4),  (5),  (7),  (8), 

s  =  aJ  +  bTJ  +  ïc(Ç-f-Ç+tl), 
ce  qui  donne  à  cause  des  équations  (3)  et  (6) 

d'où  l'on  tire  facilement  la  petite  correction  t  —  r,  qui 
dans  les  expériences  n'excède  pas  quelques  centièmes 
de  degré  G. 

Après  avoir  introduit  cette  correction,  on  a  calculé 
exactement  les  trois  coefficients  par  la  méthode  des  moin- 
dres carrés,   de   manière  que  la   somme  des  carrés  des 

écarts  de  —  fût  un  minimum.     La  formule  trouvée  est 
A 

-ïp  =  —  0,041  +3,0190 1  —  0,03448  ? ,  {a) 

où  Sjva  remplace  s(t). 

Cette  formule  n'est  valable  que  de  t  =  0°  à  t  =  30°. 
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Par  des  calculs  provisoires,  on  a  en  eflet  trouvé 
que  les  deux  expériences,  dans  lesquelles  t  est  plus  grand 
que  30°  ont  donné  des  résultats  trop  forts ,  ce  qui  in- 
diquait que  la  formule  admise  contenant  trois  constantes 
ne  peut  être  appliquée  sans  nuire  à  la  précision  si  t 
excède  30°.  En  conséquence  on  n'a  pas  tenu  compte 
de  ces  deux  expériences  dans  les  calculs  définitifs ,  et 
pour  £>30°  on  doit  supposer  que  le  déplacement  des 
franges  a  une  plus  grande  valeur  que  celle  que  donne 
la  formule. 


Dans  le  tableau  ci-dessous  sont  indiquées  les  valeurs 
de  J,  r,  £,  s  et  —  déduites  des  expériences  et  aussi,  pour 
ce  dernier  rapport,  les  valeurs  calculées  par  la  formule  (a). 


Nos 

A 

r 

t 

s 

s 
à 

obs. 

cale. 

Diff. 

5 

3,58 

32,87 

32,83 

234 

65,42 

6 

3,24 

32,58 

32,55 

209 

64,57 

4 

1,81 

29,76 

29,75 

107 

59.12 

59,26 

-0,14 

3 

3,74 

25,42 

25,40 

204 

54,58 

54,40 

+  0,18 

2 

3,67 

25,05 

25,03 

199 

54.16 

53,92 

4-0,24 

a  2.        1 

3,47* 

23,26 

23.24 

175,3 

50,84 

51,50 

—  0,66 

7 

4,30 

18,39 

18,37 

189 

43,94 

43,78 

4-0,16 

8 

5,52 

16,52 

16.48 

221 

40,05 

40,35 

—  0,30 

9 

5,62 

15,23 

15,19 

215,5 

38,33 

37,86 

+  0,47 

10 

6,49 

11,53 

11.48 

198 

30,52 

30,07 

+  0,45 

12 

3,38 

8,25 

8.24 

76 

22,49 

22,49 

0 

11 

4,14 

7,91 

7,89 

89,6 

21,62 

21,61 

+  0,01 

13 

1,96 

3,71 

3,71 

21 

10,69 

10,69 

0 

14 

1,71 

2,35 

2,35 

11,5 

6,73 

6,86 

—  0,13 

17 

0.80 

2,20 

2,20 

5 

6,25 

6.43 

—  0,18 

15 

0,80 

2,17 

2,17 

5 

6,25 

6,35 

—  0,10 

16 

1,15 

1,52 

1,52 

5 

4,35 

4,47 

—  0,12 

20 

0,26 

1,32 

1,32 

1 

3,87 

3,88 

—  0,01 

18 

0,81 

0,90 

0,90 

2,2 

2,72 

2,65 

+  0,07 

19 

t,H 

0,87 

0.87 

3 

2,70 

2,56 

+  0,14 

21 

0,573 

0,596 

0,596 

1 

1,745 

1,746 

0 
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On  a  calculé  A  avec  trois  décimales,   d'où  provient 
une  inexactitude  apparente  des  derniers  chiffres  dans  cer- 
taines valeurs  de  - . 
A 

Les  nombres  cités  sous  le  n°  21  étant  la  moyenne 
de  six  observations,  on  leur  a  attribué  dans  les  calculs 
un  poids  égal  à  6. 

On  verra  que  le  nombre,  trouvé  par  l'expérience,  des 
franges  déplacées  par  une  élévation  de  1°  G.  ne  diffère 
que  dans  un  seul  cas  de  J  de  frange  du  nombre 
calculé,  et  que  dans  tous  les  autres  cas  la  différence  est 
moindre  que  \.  L'erreur  probable  est  0,17,  résultat  qui 
doit  être  regardé  comme  tout  à  fait  satisfaisant. 

Dans  ces  expériences  on  s'est  souvent  servi  de  la 
flamme  complexe  de  sodium  et  de  lithium  pour  pouvoir 
en  même  temps  compter  le  nombre  des  franges  rouges. 
De  plus  on  a  fait  plusieurs  expériences  spéciales  sur  ces 
dernières.  En  comptant  les  franges,  on  s'est  servi  comme 
point  de  départ  d'une  frange  centrale  rouge  située  entre 
deux  jaunes  ou  d'une  frange  jaune  située  entre  deux 
rouges,  parce  qu'on  pouvait  observer  ces  franges  plus 
distinctement  que  la  coïncidence  d'une  frange  rouge  avec 
une  frange  jaune.  J'ai  compté  le  nombre  des  franges 
rouges  et  jaunes  déplacées  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu 
à  une  frange  située  tout  à  fait  de  la  même  manière  que 
celle  qui  a  servi  de  point  de  départ. 

Le  rapport  du  nombre  des  franges  rouges  déplacées 
à  celui  des  franges  jaunes  était  toujours  le  même  si  la 
température  excédait  25°  G.  On  a  trouvé  par  exemple 
91  franges  rouges  et  105  franges  jaunes  pour  une  tempé- 
rature moyenne  de  26°,34  G.,  78  franges  rouges  et  90 
franges  jaunes  pour  32°,5  G.,  etc. 
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Au  lieu  de  toutes  ces  expériences,  il  ne  s'en  trouve 
qu'une  seule  dans  le  tableau  ci-dessous,  où  la  tempéra- 
ture 29°,3  C.  est  une  moyenne  entre  les  températures 
des  différentes  expériences,  qui  avaient  donné  le  même 
rapport  (13:15)  pour  les  franges  rouges  et  les  jaunes. 

A  des  températures  plus  basses  cette  relation  a 
changé  tout  à  fait,  et  avant  tout  il  était  intéressant  de 
voir  comment  la  frange  rouge  centrale  pouvait  par  le 
déplacement  d'une  seule  frange  jaune  se  déplacer  de 
plusieurs  franges  dans  la  même  direction  que  les  franges 
jaunes  aux  températures  les  plus  basses,  car  on  avait 
pour  ainsi  dire  immédiatement  sous  les  yeux  la  dispersion 
remarquable  de  l'eau  à  des  températures  peu  élevées. 
Dans  les  expériences  citées  sous  le  n°  21,  la  frange  cen- 
trale rouge,  qui  était  ajustée  au  centre  du  réticule,  fut 
ainsi  déplacée  de  trois  franges  par  le  déplacement  d'une 
frange  jaune.  Pour  bien  reconnaître  la  signification  de 
cette  observation,  on  doit  remarquer  que  la  distance  de 
deux  franges  rouges  était  à  peu  près  les  f  de  celle  de 
note  3.  deux  franges  jaunes.*  Si  par  exemple  les  franges  rouges 
étaient  immobiles  tandis  que  les  franges  jaunes  se  dépla- 
çaient, on  verrait  la  frange  rouge  centrale  se  déplacer 
rapidement  dans  la  même  direction,  et  après  le  déplace- 
ment d'une  frange  jaune  on  verrait  sa  première  place 
occupée  par  la  frange  rouge  centrale  suivante.  Si,  comme 
dans  les  expériences  citées,  la  frange  rouge  s'était  dé- 
placée de  trois  franges  pendant  le  déplacement  d'une 
frange  jaune,  le  déplacement  des  franges  rouges  était 
1  — 1  =  |  pour  celui  d'une  seule  frange  jaune. 

De  cette  manière  on  pouvait  déterminer  le  rapport 
du  nombre  des  franges  déplacées  avec  une  grande  préci- 
sion aussi  bien  dans  ces  expériences  que   dans   d'autres 
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où   le   nombre    total    des    franges    déplacées    était    très 
petit. 

Le  tableau  ci -dessous  contient  les  résultats  des  ex- 
périences. La  colonne  t  donne  la  moyenne  des  deux 
températures  au  commencement  et  à  la  fin  du  dénombre- 
ment; mais  quand  on  ne  pouvait  pas,  ce  qui  arrivait  en 
général,  trouver  ces  deux  températures,  parce  qu'elles 
n'étaient  pas  identiques  à  celles  qu'on  avait  observées 
au  commencement  et  à  la  fin  de  l'expérience,  ces  tempé- 
ratures moyennes  étaient  obtenues  par  un  calcul  qui  est, 
je  crois,  trop  élémentaire  pour  être  rapporté  ici.  La 
colonne  suivante  contient  le  rapport  trouvé  des  nombres 
de  franges  rouges  et  jaunes  déplacées;  de  ce  rapport  et 
de  la  valeur  calculée  par  la  formule  (a)  qui  donne 


dsLi 


dt 


on  a  déduit  la  valeur  correspondante  ~~  pour  les  franges 

(X/V 

rouges.   Par  la  méthode  des  moindres  carrés  on  a  trouvé  la 
formule       , 

ris  r  _■ 

—  0.450  +  2,6410 t  —  0,03027  f,  (b) 


Mu 
dt 


par  laquelle   on  a  calculé    les   valeurs  qui    se    trouvent 
dans  la  colonne  ^—  (b). 


t 

rouge 
jaune 

dSNa 

dt 

dSLi 

dt 

dSLi 

Diff. 

29,3 

13:15 

58,81 

50,97 

50,94 

+  0,03 

23,0 

27  :  32* 

51,16 

44,24 

44,28 

—  0,04 

15,3 

100i:116i 

38,08 

32,85 

32,87 

—  0,02 

13,3 

124è  :  144* 

34,12 

29,40 

29,32 

-f  0,08 

9,0 

59:69 

24,34 

20,81 

20,87 

—  0.06 

8.0 

58:68 

21,90 

18,68 

18,74 

—  0,06 

4,6 

104  :  12è 

13,12 

11,02 

11,06 

—  0,04 

3,2 

10:12 

9,27 

7,72 

7,69 

+  0,03 

2,1 

9:11 

6.15 

5,03 

4,96 

+  0,07 

1,73 

4:5 

5,08 

4,06 

4,03 

+  0,03 

1,60 

33-  •  4? 

°4    •  *4 

4,72 

3,73 

3,70 

+  0,03 

1,21 

3:4 

3,56 

2,67 

2,70 

-0,03 

0,88 

2^:31 

2,59 

1,85 

1,85 

0 

0,60 

1:1 

1,75 

1,09 

1,11 

—  0,02 

NOTE  4. 
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Les  calculs  ont  été  faits  en  calculant  encore  une 
décimale  de  plus  que  celles  qui  sont  relatées  ici.  On 
verra  que  les  écarts  par  rapport  aux  valeurs  calculées 
par  la  formule  (b)  n'excèdent  pas  0,08. 

Des  deux  formules  trouvées  de  cette  manière  il  faut 
déduire  les  variations  dnNa  et  dnLi  des  indices  de  la  flamme 
du  sodium  et  de  celle  du  lithium  pour  un  accroissement 
dt  de  la  température:  Si  l'on  désigne  par  L  la  longueur 
commune  des  deux  colonnes  d'eau  et  par  XNa  et  Xu  les 
longueurs  d'onde  de  la  flamme  du  sodium  et  de  celle  du 
lithium,  on  aura 


j  dnNa  _  dsÂva 

~W  ~dF 


IJVa, 


T  dnLi  dsu 

note  5.  l-%-      ■-$-**.• 

La  longueur  L  de  la  colonne  d'eau  était  la  distance 
des  deux  feuilles  de  mica  qui  les  limitaient,  pendant  que 
l'eau  des  deux  petits  réservoirs,  qu'on  agitait  au  com- 
mencement et  à  la  fin  des  expériences,  ne  contribuait 
pas  au  déplacement  des  franges.     On  a  trouvé 

L  =  317mm,6. 
Comme  base   pour  la  détermination   des  longueurs 

0 

d'onde,    on  s'est  servi   des  mesures  d'Angstrom   (Pogg. 
Ann.,  t.  123),  qui  donnent  pour  les  raies  D  en  mètres 

XNa  =  10-6-589mm,75. 

De  plus  on  a  d'après  Ketteler  (Beobachtungen  ûber 
die  Farbenzerstreuung) 

Xlï  . 

-t—  =    1,138953, 
A-Na 
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nombre  qui  ne  diffère  que  très  peu  des  nombres  trouvés 
par  Fizeau  (Pogg.  Ann.,  t.  119)  et  par  Rùhlmann  (Pogg. 
Ami.,  t.  132),  et  qui  sont  1,13846  et  1,13927.  Ces  nombres 
étant  valables  pour  les  longueurs  d'onde  dans  l'air,  les 
nombres  trouvés  pour  les  indices  de  réfraction  de  l'eau 
seront  valables  pour  l'indice  de  réfraction  de  l'air  par 
rapport  à  l'eau. 

On   trouvera  à   présent   en   vertu   des   formules  (a) 
et  (b) 

dnNa 


dt 


dt 


10~6  [0,076  —  5,606 1  +  0,06403  f]  ,  (^4) 

10-6  [0,952  —  5,586 1  +  0,06402  f  ]  .  (B) 


L'erreur  probable  est  ici  de  trois  unités  du  septième 
ordre  décimal,  degré  de  précision  qui  est  50  fois  plus 
grand  que  celui  qu'on  peut  obtenir  pour  les  mêmes 
quantités  à  l'aide  du  prisme. 

On  reconnaîtra  au  moyen  de  ces  équations  que 
l'indice  de  réfraction  de  la  raie  du  sodium  a  un  maximum 
pour  0°,014  G.,  tandis  que  celui  de  la  raie  du  lithium 
est  considérablement  plus  grand,  à  savoir  0°,l7l  G. 

On  trouve  par  intégration,  la  température  correspon- 
dante à  l'indice  de  réfraction  étant  ajoutée  entre  paren- 
thèses à  la  suite  du  symbole  de  l'indice, 

nNa(t)  =  nNa(Q)  +  10~6 [0,076*  —  2,803^+0,02134 f],    (A) 
nLi  (t)  =   nLi  (0)  +  10-6  [0,952 1  —  2,793  *2+  0,02134  f  ]  .    {B') 

Comparons  ces  résultats  avec  ceux  qui  ont  été 
trouvés  par  d'autres  observateurs.  Parmi  les  observations 
les  plus  complètes  des  indices  de  réfraction  de  l'eau 
sont  celles  de  Rùhlmann  (Pogg.  Ann.,  t.  132),  qui  a  trouvé 
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nNa(T)  =    1,33374+  10-6[—  3,147  T2+ 0,0001205  T4] , 
nLi(T)    =    1,33154+  10-6[—  3,072  T2+0,0001123T4], 

où  T  est  la  température  en  degrés  Réaumur.  Ces  for- 
mules sont  valables  de  T  =  0  à  T  =  80°  R.  Si  l'on 
cherche  par  exemple  la  différence  des  indices  de  réfrac- 
tion de  la  raie  du  sodium  à  20°  G.  et  à  30°  G.,  on 
trouvera 

n^(20°)  —  niVa(30°)  —  0,00097. 

Des  expériences  de  Jamin  (Comptes  rendus,  t.  43), 
qui  a  donné  la  formule  suivante  valable  pour  la  lumière 
blanche 

n(t)  =  »(0J  —  10-B[12.573*+ 1,929*"], 

on  peut  conclure 

«(20°)  —«(30°)  =  0,001091. 

Par  les  observations  de  Wullner  (Pogg.  Ann.,  t.  133) 
on  obtiendra 

»(20o)  —  «(30°)   =  0,00099, 

et  par  celles  de  Landolt  (Pogg.  Ann.,  t.  1 17) 

»ira(20)  —  ^«(30)  =  0,00105, 

tandis   que   les   présentes  observations  donnent  en  vertu 
de  la  formule  (A')  pour  cette  quantité  la  valeur 

0,0009973. 

La  concordance  est  moindre  si  l'on  compare  nos 
formules  avec  celles  de  Rùhlmann  à  des  températures 
plus  basses;  mais  si  nous  revenons  aux  expériences  dont 
ces  dernières  formules  ont  été  déduites,  nous  parvien- 
drons à  ce  résultat  remarquable,  que  les  formules  trou- 
vées ici  concordent  mieux  avec  les  expériences  de  Rùhl- 
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mann  que  les  formules  que  lui-même  en  a  déduites,  et 
que  cela  a  encore  lieu  surtout  pour  les  températures 
les  plus  élevées  (jusqu'à  30°),  pour  lesquelles  les  erreurs 
des  présentes  expériences  doivent  s'accumuler  et  par 
conséquent  apparaîtront  le  plus.  La  concordance  moins 
complète  des  formules  de  Rûhlmann  et  de  ses  expériences 
provient  de  ce  qu'il  suppose  la  même  formule  valable 
de  0°  à  80°  R.,  au  lieu  de  calculer  par  exemple  deux 
formules,  l'une  valable  de  0°  R.  à  24°  R. ,  l'autre  de 
24°  R.  à  80'  R.,  comme  on  a  trouvé  qu'il  était  néces- 
saire de  le  faire  pour  la  dilatation  de  l'eau  à  des  tempé- 
ratures allant  du  point  de  congélation  au  point  d'ébullition. 
Le  tableau  ci-dessous  contient  les  résultats  des  ex- 
périences de  Rûhlmann  sur  l'indice  de  réfraction  de  la 
lumière  jaune  pour  des  températures  plus  basses  que 
24°  R.  On  a  ajouté  les  valeurs  calculées  par  Rûhlmann 
lui-même  et  par  la  formule  (^4'),  l'indice  de  réfraction 
à  0°  étant  supposé  égal  à  1,33378. 


T 

Obs.(B) 

Gale,  (fi) 

Diff. 

Cale.  (.4') 

Diff. 

0 

1,33375 

1,33374 

+  0,1 

1,33378 

-0,3 

0 

1,33380 

1,33374 

+  0.6 

1,33378 

+  0,2 

1,2 

1,33375 

1,33374 

+  0,1 

1,33377 

-0,2 

3,2 

1,33372 

1,33371 

■fO,l 

1,33374 

-0,2 

4,0 

1,33371 

1,33369 

+  0,2 

1,33371 

0,0 

4,6 

1,33368 

1,33368 

0,0 

1,33369 

—  0,1 

7,9 

1,33355 

1,33355 

0,0 

1,33353 

+  0,2 

8,0 

1,33353 

1,33355 

-0,2 

1,33352 

+  0,1 

8,2 

1,33350 

1,33354 

—  0,4 

1,33351 

-0,1 

10,2 

1,33340 

1,33343 

—  0,3 

1,33337 

+  0,3 

11,8 

1,3333 

1,3333 

0 

1,33324 

+  1 

18,4 

1,3328 

1,3327 

+  1 

1,3326 

+  2 

18,8 

1,3325 

1,3326 

—  1 

1,3325 

0 

19,6 

1,3324 

1,3325 

—  1 

1,3324 

0 

20,9 

1,3323 

1,3324 

-  1 

1,33225 

+  0,5 

23,7 

1,3319 

1,3319 

0 

1,3319 

0 
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D'une  manière  analogue  on  trouve  pour  la  lumière 
rouge  le  tableau  suivant 


T 

Obs.(E) 

Gale.  (R) 

Diff. 

Gale.  {R) 

Diff. 

0 

1,33155 

1,33154 

+  0,1 

1,33156 

-0.1 

1,0 

1,33150 

1,33153 

-0,3 

1,33156 

-0,6 

3,0 

1,33152 

1,33152 

0,0 

1,33153 

-0,1 

3,8 

1,33151 

1,33149 

•4-0,2 

1,33150 

+  0,1 

4,3 

1,33150 

1,33148 

+  0,2 

1,33149 

+  0,1 

7,9 

1,33132 

1,33134 

—  0,2 

1,33132 

0,0 

8,1 

1,33131 

1,33133 

-0,2 

1,33131 

0,0 

10,1 

1,33125 

1,33123 

-1-0,2 

1,33117 

+  0,8 

12,3 

1,3311 

1,3311 

0 

1,3310 

+  1 

17,2 

1,3304 

1,33065 

-2,5 

1,3305 

-  1 

18,1 

1.3304 

1,3305 

-  1 

1,3304 

0 

22,4 

1,3299 

1,3300 

—  1 

1,3299 

0 

Nous  allons  des  résultats  obtenus  chercher  à  déduire 
des  formules  pour  l'indice  de  réfraction  réduit  de  l'eau, 
indice  que  nous  supposerons  développé  en  série  suivant 
les  puissances  de  t,  savoir 

A  (t)  =-  A(0)  +  10-*  (at  +  /ft2+  rf) . 

Le  coefficient  de  f  étant  le  même  pour  nNa(t)  et  nLi(t) 
dans  les  formules  (^4')  et  (B'),  il  sera  encore  le  même 
ici  et  l'on  aura  par  conséquent 

y  =  0,02134. 

De  plus  les  coefficients  de  f  diffèrent  si  peu  dans 
les  deux  formules,  qu'il  doit  suffire  de  déduire  la  valeur 
de  /?  de  la  formule  de  dispersion  à  deux  constantes 
seulement,  c'est-à-dire  de  l'équation 


et  de 


nNa{t)  =  A(t) 
nLi{t)  =  A(t) 


243 

D'où  l'on  tirera  par  élimination  de  B(t),  en  se  ser- 
vant de  la  valeur  des  deux  longueurs  d'onde  dont  nous 
nous  sommes  déjà  servi  précédemment, 

A(t)  =  nLi(t)  —  3,dtef>(nNa(t)—nLi(t)).  (9) 

A  l'aide  de  cette  équation  on  trouve,  en  comparant 
les  coefficients  de  *2, 

fi  =  —2,759. 

Au  contraire  on  ne  peut  pas  employer  cette  équa- 
tion, qui  ne  suppose  que  deux  coefficients  dans  la  for- 
mule de  dispersion,  pour  déduire  la  valeur  du  coefficient 
de  *,  puisque  les  coefficients  de  *  sont  très  différents 
dans  les  formules  (^4')  et  (B').  Ce  coefficient  reste  donc 
encore  indéterminé,  et  l'on  peut  écrire 

A{t)  =  ,4(0)+10~6[>*  —  2,759  *2  +  0,02134  *3],      (C) 

d'où  l'on  tirera,  en  différentiant  par  rapport  à  *, 

^p-  =    ÎO"6  [a -5,518*  + 0,06402  *2].  (C) 

Mathiessen  a  donné  la  formule  suivante  (Pogg.  Ann., 
t.  128)  pour  le  volume  de  l'eau  entre  4°  et  32°  G. 

V   =  1—  0,0000025300  (*  —  4)  +  0,0000083890  (*  — 4)2 
—  0,00000007173  (*  —  4)3, 

d'où  l'on  déduira  par  différentiation 

dv 

jr  =   —  10-6  [73,085—  18,4996*  +  0,21519  *2] , 

ce  qui  peut  s'écrire  sous  la  forme 

dv 

-rr  =   —  10-6.3,3613[21,743  —  5,504*  + 0,06402  *2J, 

où   f  a  maintenant  le   même   coefficient   que   celui    qui 
figure  dans  la  formule  (C)  ci-dessus. 

16 
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En  faisant  la  comparaison  des  deux  expressions  de 
\  et  de  -^-,  on  trouvera  une  concordance  presque 
complète  des  coefficients  de  t  dans  la  parenthèse,  l'un 
note  6.  ayant  une  valeur  qui  ne  diffère  de  l'autre  que  d'environ  ^  *, 
écart  tellement  petit,  qu'il  devient  insignifiant  de  savoir 
si  l'on  doit  supposer  que  cet  écart  provient  d'une  déter- 
mination incomplète  de  la  dispersion  ou  d'une  erreur 
d'observation. 

Reste  la  question  de  savoir  si  l'on  doit  admettre 
que  a  aussi  est  égal  à  21,743,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
si  l'indice  de  réfraction  réduit  présente,  de  même  que 
le  poids  spécifique  de  l'eau,  un  maximum  à  4' G.  On 
a  remarqué  qu'en  vertu  des  formules  (A)  et  (B)  les 
maximums  des  indices  de  réfraction  de  la  raie  du  sodium 
et  de  celle  du  lithium  ont  lieu  à  une  température  de 
0°,014  C.  et  0°,171  G. ,  différence  très  considérable  pour 
deux  raies  du  spectre  situées  à  si  peu  de  distance,  et 
qui  doit  aussi  apparaître  immédiatement  d'une  manière 
frappante  et  caractéristique  dans  les  expériences. 

Mais  le  maximum  de  l'indice  de  réfraction  ayant  lieu 
pour  la  longueur  d'onde  XAa  =  10~6.  589mm,75  à  0°,014  G. 
et  pour  Xia  =  10-6.671mm,70  à  0°,171  G.,  il  ne  paraît  pas 
invraisemblable  qu'il  soit  situé  à  4°  C.  pour  une  lon- 
gueur d'onde  infiniment  grande;  ou  inversement,  si  l'on 
connaissait  ce  dernier  maximum  et  si  de  plus  le  maximum 
de  l'indice  de  réfraction  de  XNa  était  situé  près  de  0°, 
on  ne  pourrait  pas  s'attendre  qu'il  eût  lieu  pour  Xia  à 
une  température  supérieure  à  celle  que  nous  avons  trouvée 
dans  les  présentes  expériences. 

Mais  si  nous  revenons  à  l'équation  (2)  du  commen- 
cement de  ce  mémoire: 
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dA  _    âAdv      SA 
dt  ~  âv  dt^~  dt' 

et  si  v  nous  introduisons  les  valeurs  de  -=-  et  -r-  données 

J  dt        dt 

par  les  équations  (C)  et  (10),  on  verra  qu'elle  sera  satis- 
faite pour  les  petites  variations  du  volume  de  l'eau  entre 
0°  et  30°  G.  par 

-r-  =    —  ^ =   —0,2976  (11) 

ÔV  3,3613  V      ' 

et 

°^r  =   10-e  (« -21,743). 

La  dernière  expression  s'évanouit  vraisemblablement 
d'après  ce  qui  précède,  et  on  aura  alors  comme  résultat 
des  présentes  expériences  une  détermination  exacte  de 
la  relation  qui  lie  la  variation  de  l'indice  de  réfraction 
réduit  de  l'eau  entre  0'  et  30°  G.  à  la  dilatation  corres- 
pondante et  en  même  temps  une  certaine  probabilité 
que  cet  indice  est  fonction  du  volume  seul. 

Nous  chercherons  maintenant,  au  moyen  d'autres 
expériences  sur  l'indice  de  réfraction  de  l'eau,  à  déter- 
miner l'indice  de  réfraction  réduit  à  0°  ;  il  faut  alors 
commencer  par  un  examen  plus  approfondi  de  la  disper- 
sion. 

On  se  fait  rapidement  une  idée  de  la  dispersion  d'un 
corps  par  une  construction  graphique,  ce  qui  est  aussi 
un  moyen  excellent  pour  se  procurer  une  assez  bonne 
détermination  de  l'indice  de  réfraction.  Sur  un  tableau 
divisé  en  un  grand  nombre  de  petits  carrés  on  porte  comme 
abscisses  les  inverses  des  carrés  des  longueurs  d'onde  mesu- 
rées avec  une  unité  arbitraire,  et  comme  ordonnées  les  in- 
dices de  réfraction  correspondants  diminués  d'une  constante 
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arbitraire.  J'appellerai  courbe  de  dispersion  une  combe 
construite  de  cette  manière. 

En  ce  qui  concerne  l'eau,  j'ai  trouvé,  comme  je  le 
démontrerai  plus  loin  par  des  nombres,  que  cette  courbe 
est  toujours  convexe,  c'est-à-dire  que  pour  tous  les 
points  connus  la  convexité  est  tournée  vers  la  direction 
positive  de  l'axe  des  ordonnées,  et  que  cela  a  lieu  pour 
toutes  les  expériences  faites  jusqu'ici  aux  températures 
ordinaires.  Cette  convexité  diminue  avec  la  température. 
D'après  Rùhlmann,  la  courbe  devient  rectiligne  à  80°  G. 
et  se  transforme  ensuite  en  une  courbe  concave. 

Ceci  n'est  pas  une  singularité  particulière  à  l'eau; 
c'est  ce  qui  ressort  des  nombres  assez  exacts  de  Wûllner 
représentant  l'indice  de  réfraction  de  différents  corps 
(Pogg.  Ann.,  t.  133).  Cet  indice  est  déterminé  pour  les 
trois  raies  du  spectre  de  l'hydrogène  (Ha,  Ho,  H  )  et  la 
courbe  est,  dans  les  calculs  de  Wûllner,  considérée  comme 
rectiligne,  parce  que  celui-ci  n'a  appliqué  dans  ses  cal- 
culs qu'une  formule  de  dispersion  à  deux  constantes. 

Ainsi  Wûllner  trouve  pour  la  glycérine: 


Obs. 

Gale. 

Diff. 

na  =    1,453177 

1,453210 

—  33 

Hp  =    1,460868 

1,460804 

+  64 

n     =    1,465064 

1,465097 

—  33. 

On  voit  que  la  valeur  observée  de  l'indice  de  ré- 
fraction est  plus  petite  que  la  valeur  calculée  pour  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  longueur  d'onde,  et  plus 
grande  pour  l'onde  intermédiaire;  d'où  l'on  peut  conclure 
que  la  courbe  de  dispersion  est  aussi  convexe  pour  la 
glycérine.  C'est  de  la  même  manière  que  se  comportent 
tous  les  mélanges  de  glycérine  et  d'eau,  le  mélange  d'un 
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volume  d'alcool  et  de  deux  volumes  de  glycérine,  ainsi 
que  les  différentes  dissolutions  aqueuses  de  chlorure  de  zinc. 
Ces  exemples  suffisent  pour  prouver  incontestable- 
ment que  la  courbe  de  dispersion  peut  être  convexe. 
J'attache  de  l'importance  à  ce  fait,  parce  qu'il  est  en 
opposition  directe  avec  la  formule  de  Ghristoffel  (Pogg. 
Arm.,  t.  117),  dont  toutes  les  recherches  postérieures  n'ont 
pas  manqué  de  tenir  compte  et  à  laquelle  elles  ont  attaché 
une  importance  qu'elle  aurait  en  effet  si  elle  était  d'ac- 
cord avec  l'expérience.  Ghristoffel  a,  comme  on  sait, 
déduit  de  la  formule  de  dispersion  de  Gauchy  la  formule 

suivante  _ 

n0VZ 

n  = 


Dans  cette  expression  n'entrent  que  deux  constantes 
positives  n0  et  À0,  et  par  conséquent  il  serait  possible,  en 
vertu  de  cette  formule,  de  déterminer  la  dispersion  seule- 
ment par  deux  observations  de  deux  longueurs  d'onde 
différentes.  Mais  cette  formule  est  en  effet  incompatible 
avec  une  courbe  convexe  de  dispersion.     Si  l'on  pose 

_  =  x ,     n  =  y, 

x  et  y  seront  les  coordonnées  de   la   courbe  de   disper- 
sion, et  l'on  aura 

y 


l/l-f-l/l — a: 

<fy  =         n0      ^  ___1 

dx       ^VT^x (l  +  V'T^)*' 

dfy  ==  no 1 

dx*    "  8(i_;r)(1  +  l/ïZ^)l 


V\-x      2(1+1/1-4 
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Comme  x  ne  peut  pas  surpasser  1,  -^  sera  positif 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  et  par  conséquent 
la  courbe  de  dispersion  sera  toujours  concave. 

Gomme  base  de  nos  calculs  nous  nous  servirons  de 
la  formule  de  Cauchy 


a   ,   B 


/4  +  x6 


et  nous  faciliterons  beaucoup  ces  calculs  en  déterminant 
d'avance  A  en  fonction  linéaire  des  indices  de  réfrac- 
tion correspondants  aux  différentes  raies  du  spectre 
dont  nous  nous  servirons.  Désignons  par  /\.  /"2,  ...  Xm 
les  différentes  longueurs  d'onde  pour  lesquelles  on  a 
déterminé  les  indices  de  réfraction  w,,  w1,  ...  nm,  ex- 
primées au  moyen  d'une  unité  tout  à  fait  arbitraire. 
Si  l'on  pose 


—  1\ 


=  P 


2  ' 


Am 


-=    Pm 


nous  aurons  par  suite  les  m  équations 

»,  -  A+BPl+Cp\+... 
n2=  A  +  Bpa+Cp\+... 


A+Bp, 


(12) 


Cpm+... 

qui    permettent    de    déterminer    autant    de    constantes 
An  B,  ... 

Si  nous  considérons  l'équation 


PiP»---P>* 


Pl<*l        ,      Pi  «2 


+  ...+ 


PmOLt 


(p—x){p—x)...{pm—x)       p—x    p—x  p 

nous  voyons,  par  l'addition  des  fractions  dans  le  second 
membre  de  l'équation,  que  les  quantités  «,,  «2,  ...  «„, 
satisfont  aux  équations 


(13) 
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«!  +  «2+  —  «-  -  1*  I  4   ' 

où  l'exposant  5  peut  prendre  toutes  les  valeurs  entières, 
depuis  1  jusqu'à  m — 1  inclusivement.  En  multipliant  la 
première  équation  (12)  par  «x,  la  seconde  par  «2,  etc.,  et 
en  additionnant  les  résultats,  on  obtient 

A  =  a1^1  +  «2w2+  ...  amnm, 

équation  qui  peut  s'écrire  sous  cette  forme  plus  propre 
au  calcul  numérique 

A  =  ht+ai(n2—nl)  +  (^(n~nl)^-...+  am(nm—n1).    (15) 

Les  coefficients  a  peuvent  aisément  être  déterminés 
au  moyen  de  l'équation  (13)  par  décomposition  de  la 
fraction  qui  figure  au  premier  membre  de  l'équation. 
De  cette  manière  on  trouvera 


NOTE  7. 


a     =    PiPz-'-Pm 

Pi(P—Pi)  (P—Pi)  '  •  '(P'n—P,)  ' 

a     =    PiPz'-Pm 

2  PÂP1—P2)  (Pn—P,)  '  '  '  (P*—Pt) 


(16) 


a       =   PiPf-Pn* 

Pm(pi—pm)(P2  —  pm)-..(pm-i—Pm)' 

Si  nous  désignons  les  longueurs  d'onde  correspondantes 
aux  flammes  de  Li,  Na,  Th,  par  ^,  ^2,  ^8,  et  si  nous 
choisissons  Àt  comme  unité,  nous  aurons  d'après  Ketteler 
1  1 

y  =    1,138953,  y  =    1,254636,  d'où  pi   =    1  ,    p2  =    1,29721, 
p3=    1,57411. 

On  doit  ensuite  calculer  «2  et  «,  au  moyen  de  l'équa- 
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tion  (16),  où  m  est  égal  à  3,  et  en  introduisant  ces  valeurs 
dans  (15)  on  trouve 

A  —  nLi—  19,127 (nNa— nu)  +  8,160 (un  —  fia).    (17) 

Pour  les  formules  suivantes  on  s'est  servi  comme 
base  des  calculs  des  valeurs  déterminées  par  Angstrôm 
tant  pour  les  raies  de  Fraunhofer  que  pour  les  raies  du 
spectre  de  l'hydrogène.  Si  l'on  désigne  les  indices  de 
réfraction  de  ces  dernières  par  wa,  no,  n  ,  on  trouvera 

A  =  na  —  5,983  (W0  — f*a)-f  3,046  (nr-na).       (18) 

A  l'aide  des  indices  de  réfraction  nB,  nD,  nE  et  nG 
des  raies  de  Fraunhofer  B,  D,  E,  G,  on  trouve 

A  =  nB-$9,8i7(n/>-nB)  +  17,197 (nE-nB)-l,4948{nG-nB)  (19) 

et  au  moyen   des   indices  de  réfraction  nc,  nE,  nF  et  nH 
des  raies  de  Fraunhofer  C,  E,  E,  H, 

A  =  nc- 28,145 (nE-nc)  +  20,820 [nF-nc)-  1,6082 {na-nc).  (20) 

Dans  les  deux  dernières  formules  on  a,  comme  on 
voit,  tenu  compte  des  quatre  premiers  termes  de  la  for- 
mule de  dispersion.  La  question  de  savoir  si  l'on  peut 
avantageusement  faire  encore  un  pas  en  avant  et  tenir 
compte  de  plusieurs  termes  dépend  de  l'exactitude  de  la 
détermination  de  l'indice  de  réfraction,  les  erreurs  d'ob- 
servation ayant  toujours  sur  les  valeurs  calculées  une  in- 
fluence cioissante  avec  le  nombre  des  termes  dont  on  tient 
compte.  Ainsi  on  reconnaît  par  les  équations  ci-dessus 
qu'une  erreur  sur  un  indice  de  réfraction  apparaît  dans 
A  presque  multipliée  par  30.  Pour  cette  raison  on  ne 
doit  vraisemblablement  pas  surpasser  la  limite  fournie 
par  les  formules  indiquées,  tant  qu'on  n'aura  pas  obtenu 
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une  précision  plus  grande  que  celle  qu'on  a  atteinte 
jusqu'ici  en  employant  le  prisme.  Si  par  exemple  l'on 
tient  compte  des  sept  premiers  termes  de  la  formule  de 
dispersion  et  que  l'on  détermine  A  par  les  indices  des 
sept  raies  de  Fraunhofer  de  B  à  H,  on  peut  multiplier 
une  erreur  presque  par  mille  et  le  résultat  deviendra 
pour  ainsi  dire  indéterminé. 

Nous  allons  maintenant  chercher  à  déterminer  l'indice 
de  réfraction  réduit  de  l'eau  à  20°  G.,  température  au 
voisinage  de  laquelle  on  a  fait  la  plupart  des  observa- 
tions. 

Rûhlmann  donne  pour  cette  température 

nLi  =    1,33075,     nNa  =    1,33294,     nTh  =    1,33485 

et  il  a  trouvé  par  le  calcul 

A  =    1,32361,    d'où  nNa  —  A   =  0,00933. 

Ici  on  n'a  tenu  compte  que  des  deux  premiers  ter- 
mes de  la  formule  de  dispersion  et  on  ne  s'est  servi  que 
des  deux  indices  de  réfraction  correspondant  aux  raies 
de  Li  et  de  Th.  Si  l'on  tient  compte  de  trois  termes, 
on  obtiendra  au  moyen  de  l'équation  (17) 

A   =    1,32232   et   nA  —  A  =  0,01062, 

valeur  de  A  qui  est  considérablement  moindre. 

Landolt  (Pogg.  Ann.,  t.  117  et  t.  122)  donne  pour 
les  raies  du  spectre  de  l'hydrogène  à  20°  G. 

na  =   1,33111,     np  =  1,33712,     n     =  1,34038 

et  en  a  déduit,  en  ne  se  servant  également  que  de  deux 
constantes  dans  la  formule  de  dispersion, 

A   =    1,32392, 
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tandis  que  la  formule  (18)  donne 

A  =    1,32338. 

Wùllner  donne  pour  les  mêmes  raies  et  à  la  même 
température 

na  =   1,33116,     np  =    1,33712,     ny  =   1,34031, 

d'où  l'on  a  déduit  de  la  même  manière 

A   =    1,32490, 

tandis  que  la  formule  (18)  donne 

A   =    1,32337. 

Au  moyen  des  résultats  presque  concordants  des 
deux  observateurs,  on  trouvera  en  outre 

nNa  =  1,33300. 

Les  mesures,  faites  par  Fraunhofer,  de  l'indice  de 
réfraction  de  l'eau  à  15°  R.  ont  donné  des  résultats  un 
peu  trop  grands,  mais  elles  ne  sont  pourtant  pas  sans 
importance  pour  la  détermination  de  la  dispersion. 
Comme  moyenne  de  deux  séries  d'expériences,  on  trouve 

nB  =  1,330956,  nc  =  1,331711,  ïlD  =  1,333577, 
nE  —  1,335850,  nF  =  1,337803,  nG  =  1,341277, 
nH  =    1,344170. 

On  en  déduit  par  la  formule  (19) 
nD  —  A  =  0,01214 
et  par  la  formule  (20) 

nD—  A  =  0,01030. 
Négligeant  quelques   observations  moins  exactes,  je 
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ne   mentionnerai   encore   que  celles  de  van  der  Willigen 
(Verhandl.  der  K.  Acad.  Amsterdam,  1868). 

La  moyenne  des  observations  à  22°,4  G.  et  à  20°  G. 
donne 

UB  =  1,33035,  nc  =  1,33111,  nD  =  1,33295, 
nE  =  1,33519,  nF  =  1,33707,  n0  =  1,34051, 
nH  =    1,34336, 

d'où  Ton  conclut  en  vertu  de  la  formule  (19) 

nD — A  =  0,01218 
et  par  la  formule  (20) 

nD  —  A  =  0,01106. 

Ces  nombres  combinés  avec  ceux  qui  sont  déduits  des 
mesures  de  Fraunhofer  ne  sont  pas  valables  exactement 
pour  20°  C.,  mais  sont  cependant  tellement  près  de 
l'être  qu'une  correction  relative  à  l'écart  serait  presque 
insignifiante. 

On  peut  donc,  comme  on  voit,  trouver  des  valeurs 
fort  différentes  de  nD — A  à  20°  C.,  savoir  en  se  servant 
de  la  formule  de  dispersion  à  deux  constantes 

0,00891  (Wûllner), 
0,00908  (Landolt), 
0,00931  (Rùhlmann), 

de  la  formule  à  trois  constantes 

0,00963  (Wûllner), 
0,00962  (Landolt), 
0,01062  (Rùhlmann), 

et  de  celle  à  quatre  constantes 
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0,01030  (Fraunhofer), 

0,01106  (van  der  Willigen), 

0,01214  (Fraunhofer), 

0,01218  (van  der  Willigen). 
Ces  résultats  sont  intéressants  sous  plusieurs  rap- 
ports. On  voit  à  quel  point  est  incertaine  et  difficile  la 
détermination  de  l'indice  de  réfraction,  car  les  écarts 
des  résultats  obtenus  de  différentes  manières  influent 
même  sur  la  troisième  décimale,  et  on  reconnaît  que  la 
dispersion  des  corps  en  général,  l'eau  n'étant  pas  vrai- 
semblablement une  exception  particulière,  ne  peut  pas 
être  déterminée  par  l'observation  des  indices  de  réfrac- 
tion de  deux  ou  de  trois  raies  spectrales,  ainsi  qu'on  l'a 
jusqu'ici  supposé  habituellement,  triais  que  la  dispersion 
doit  nécessairement  être  l'objet  d'un  examen  plus  appro- 
fondi et  plus  particulier. 

Les  écarts  des  valeurs  de  nD — A  c'tées  ci-dessus 
jouissent  pourtant  d'une  certaine  régularité,  qui  jette 
quelque  jour  sur  la  dispersion  de  l'eau.  On  voit  par  les 
valeurs  plus  grandes  qu'on  obtient,  si  les  calculs  sont 
faits  avec  trois  constantes  au  lieu  de  deux,  apparaître  la 
convexité  de  la  courbe  de  dispersion,  et  on  reconnaît  de 
plus  que  cette  convexité  est  plus  grande  si  la  courbe  est 
déterminée  par  nLi,  nNa,  nm  que  si  elle  l'est  par  les 
indices  de  réfraction  des  raies  du  spectre  de  l'hydrogène, 
qui  sont  plus  voisines  de  la  partie  la  plus  réfrangible 
du  specue.  Que  ceci  ne  soit  pas  accidentel,  c'est  ce  qui 
devient  évident  par  les  valeurs  calculées  au  moyen  de 
quatre  constantes,  valeurs  qui  précisément  sont  plus 
petites,  tant  d'après  les  mesures  de  Fraunhofer  que  d'après 
celles  de  van  der  Willigen,  si  elles  sont  calculées  au 
moyen  des    rayons   les   plus   réfrangibles.      En   outre  la 
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courbe  de  dispersion  est  rectiligne  d'après  les  observa- 
tions de  Ruhlmann  à  80°  G.;  elle  devient  de  plus  en 
plus  convexe,  si  la  température  diminue,  et,  comme  nous 
l'avons  vu,  cette  loi  est  valable  en  particulier  pour  la 
partie  la  moins  réfrangible  du  spectre.  Par  suite  l'indice 
de  réfraction  pour  la  raie  D  par  exemple  croît  en  même 
temps  que  décroît  la  température,  même  si  la  tempéra- 
ture est  inférieure  à  4e,  ce  qui  vraisemblablement  pro- 
vient de  la  convexité  croissante  de  la  courbe  et  non 
d'un  accroissement  de  l'indice  de  réfraction  réduit.  Il 
est  vraisemblable  aussi  dans  une  certaine  mesure  que 
le  maximum  de  l'indice  de  réfraction,  qui  peut-être  a 
lieu  précisément  à  0°  pour  une  longueur  d'onde  com- 
prise entre  D  et  E,  est  de  nouveau  situé  à  une  tempé- 
rature plus  élevée  pour  la  partie  la  plus  réfrangible  du 
spectre  ;  ainsi  il  est  peut-être  situé  à  peu  près  à  2°  pour 
la  raie  H. 

Si  nous  cherchons  à  déterminer  l'indice  de  réfrac- 
tion réduit  de  l'eau  par  les  observations  citées  ci-dessus, 
on  reconnaît  que,  bien  qu'on  ne  puisse  pas  obtenir  une 
grande  précision,  la  valeur  de  cet  indice  doit  pourtant 
être  estimée  notablement  plus  petite  que  celle  qu'on 
lui  a  attribuée  jusqu'ici.  L'évaluation  au  moyen  de 
quatre  constantes  doit  être  la  plus  correcte,  et  parmi  les 
valeurs  obtenues  dans  ce  cas  celles  de  van  der  Willigen 
doivent  être  les  plus  exactes,  parce  qu'elles  concordent 
le  mieux  entre  elles.     Leur  moyenne  donne 

nD  —  A  =  0,0116, 

tandis  que  tous  les  autres  observateurs,  Fraunhofer  excepté, 
ont  trouvé  presque  la  même  valeur 

nD  =    1,3330, 
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d'où  il  suit  que 

A   =    1,3214, 

valeur  qui  s'applique  à  Peau  à  20°. 

Si  nous  faisons  l'hypothèse,  qui  à  présent  doit 
être  pour  plusieurs  raisons  réputée  vraisemblable,  que 
l'indice  de  réfraction  a  son  maximum  à  la  même  tempé- 
rature que  celle  du  poids  spécifique  de  l'eau,  on  trouvera, 
comme  on  l'a  remarqué,  que  la  valeur  «  qui  entre  dans 
les  équations  (C)  et  (C)  est  égale  à  21,743,  si  l'on  part 
de  la  formule  de  Mathiessen,  ou  bien,  comme  cette  for- 
mule donne  une  température  un  peu  trop  grande  pour 
ce  maximum  (4°, 15  G.),  plus  exactement 

a  =  21,05, 

valeur  qui  correspond  à  un  maximum  de  l'indice  de  ré- 
fraction réduit  situé  précisément  à  4°  G. 

Au  moyen  de  l'équation  (C)  on  trouve  de  plus 

A(0)  =    1,3219, 

ce    qui    fait    que    cette    équation    peut    s'écrire    sous    la 
forme 

A(t)   —    1,3219+ 10-6 [21, 05 £—  2,759  f-\- 0,02134 *3]  ,      (C) 

qui  est  valable  de  t  =  0°  à  t  =  30°  G. 

IL 

Théorie  de  l'Indice  de  réfraction  réduit. 

Comme  point  de  départ  des  présentes  recherches 
nous  nous  servirons  des  équations  différentielles  des  vibra- 
tions lumineuses  que  j'ai  établies  dans  les  Annales  de 
Pogg. ,  t.  118  et  t.  121  (quatrième  et  cinquième  mémoire 
de  cette  édition).     Ces  équations  sont 
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0y\0y~    &»/       te\fo      ^/        <y2  <^21 
ôz[dz       dy)       dx\dy      dx)  =  =  <t>*  df' 


2  1 


(^ 


dx\dx      ôz  /       dy  \ôz       dy!         w2 

où  x,  y.  z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  de 
l'espace,  t  le  temps,  $ ,  jy,  f  les  composantes  de  la  vibra- 
tion lumineuse  suivant  les  trois  axes  et  w  une  fonction 
de  x,  y,  z. 

La  dernière  fonction  se  réduit  à  une  constante  pour 
un  milieu  véritablement  homogène  et  désigne  alors  la 
vitesse  de  la  lumière  dans  ce  milieu;  mais  seul  le  vide' 
c'est-à-dire  l'espace  qui  ne  contient  aucune  masse  ap- 
préciable de  matière  pondérable,  peut  être  considéré 
comme  véritablement  homogène,  tandis  que  tous  les  corps 
dits  homogènes  ne  peuvent  être  considérés  comme  tels 
qu'e  napparence.  La  fonction  w  est  donc  pour  de  pareils 
milieux  une  fonction  périodique  des  coordonnées  de 
l'espace,  c'est-à-dire  la  somme  d'une  constante  et.  d'une 
quantité  dont  la  valeur  varie  d'une  manière  continue  avec 
les  coordonnées  et  qui  reprend  régulièrement  les  mêmes 
valeurs  dans  les  mêmes  intervalles  ou  périodes. 

Les  intégrales  générales  des  équations  différentielles 
ci-dessus  peuvent  être  écrites  sous  la  forme  d'une  somme 
de  termes  dont  chacun  contient  l'un  des  facteurs 

C  =  cos  (kt  —  Ix  —  my  —  nz  —  d) 
ou 

S  =  sin  (kt  —  Ix  —  my  —  nz  —  d), 

où  k,  l,  m,  n,  d  sont  des  constantes  dont  la  valeur 
change  d'un  terme  à  l'autre. 

Ces  facteurs  sont,  comme  on  voit,  des  fonctions  péri- 
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odiques  tant  par  rapport  à  l'espace  qu'au  temps  et  repré- 
sentent une  onde  plane  progressive,  dont  la  période  dans 
la  direction  de  la  normale  au  front  de  l'onde  est  la  lon- 
gueur d'onde,  et  dont  la  période  relative  au  temps  est 
la  durée  d'une  vibration.  Le  rapport  de  ces  quantités 
est  la  vitesse  de  la  lumière. 

Gomme  coefficients  de  ces  facteurs  figurent  des  quan- 
tités qui  dépendent  seulement  de  la  fonction  w,  la  seule 
fonction  donnée  de  x,  y,  z  qui  entre  dans  les  équations 
différentielles,  et  qui  par  conséquent  doivent  être  comme 
elle  des  fonctions  périodiques.  Ces  fonctions  périodiques 
peuvent  être  considérées  chacune  en  particulier  comme 
la  somme  de  deux  termes,  savoir  d'une  quantité  con- 
stante, qui  est  la  valeur  moyenne  de  la  fonction,  et  d'une 
fonction  purement  périodique,  c'est-à-dire  d'une  fonction 
dont  la  moyenne  est  nulle.  La  moyenne  de  la  fonction 
s'obtient  en  multipliant  celle-ci  \)'a.vdxdydz  et  intégrant  dans 
toute  l'étendue  du  volume  du  corps,  ou  au  moins  dans  une 
partie  suffisamment  grande,  et  en  divisant  par  ce  volume. 

Si  nous  n'avons  en  vue  que  le  terme  de  l'intégrale 
générale  qui  correspond  à  une  onde  plane  isolée,  nous 
pouvons  écrire 

c-  (£+©<?+£*,  ) 

V  =  (?.  +  %)  C+fcS,  (1) 

foi  7o»  C  étant  des  constantes  et  fa,  %,  C2,  ft,  ft,  C,  des 
fonctions  périodiques.  Dans  les  coefficients  de  S  on  a 
négligé  les  constantes,  car  on  peut  supposer  qu'elles  sont 
devenues  nulles  par  une  transformation  de  coordonnées. 
Le  problème  que  nous  avons  en  vue  est  seulement  de 
déterminer   l'indice    de    réfraction    réduit    du    corps    en 
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question,  c'est-à-dire  la  limite  dont  s'approche  le  rap- 
port des  vitesses  dans  le  vide  et  dans  le  corps  quand 
la  longueur  d'onde  croît  indéfiniment.  Nous  faisons  par 
conséquent  l'hypothèse  que  la  période  de  C  et  S  dans 
la  direction  de  la  normale  est  d'un  ordre  plus  grand 
d'une  unité  que  les  périodes  de  ft ,  £2 ,  etc.*  *  note 

Si  dans  les  équations  différentielles  ( A)  on  introduit 
les  expressions  de  $,  37,  C  fournies  par  les  équations  (1), 
les  différentiations  donneront  des  quantités  de  différents 
ordres.     Tandis  que 

par  exemple  sont  en  général  des  quantités  du  même 
ordre,  -k-\C  est  au  contraire  d'un  ordre  plus  grand  de 
deux  unités,  parce  que  la  période  de  $2  est  présumée  d'un 
ordre  plus  petit  d'une  unité  que  celle  de  C. 

Or  tous  les  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé  doivent 
se  détruire  mutuellement,  et  par  conséquent  on  obtient, 
après  avoir  fait  la  substitution  mentionnée  dans  la  pre- 
mière équation  (^4), 

dy\dy       dxj       ôz\Ôx       dz)     ' 

Au  moyen  des  deux  autres  équations  (A)  on  obtiendra 
des  expressions  analogues. 

Il  s'ensuit  qu'on  doit  avoir 

t         ÔF  dF       r         dF*  /» 

fi""»'      %==%'      ^=lz  W-KOIH 

où  F  est  une  fonction  périodique. 

Si  l'on  différentie  la  première  équation  (^4)  par  rap- 
port à  *,  la  seconde  par  rapport  à  y  et  la  troisième  par 
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rapport  à  z,  on  obtiendra  en  les  additionnant 

dx\a>2d?rdyWd?r6zWdf)  ' 
et   par  conséquent,   en   négligeant  les  quantités   d'ordre 
inférieur, 

L  Wt*  £)] + k  (--('•+  f )l + i  \fa  5)1-  »  <3> 

Cette  équation  détermine  la  fonction  F,  qui  doit  en 
outre,  par  suite  des  équations  (2),  satisfaire  à  la  condi- 
tion que  ses  dérivées  par  rapport  h  x,  y,  z  soient  des 
fonctions  périodiques. 

Si  dv  est  un  élément  de  volume  du  corps,  v  le  vo- 
lume total  ou  une  partie  du  volume  suffisamment  grande, 
on  doit  par  conséquent  avoir 


NOTE  10. 


l'intégration  étant  étendue  à  tout  le  volume  v. 

On  doit  de  plus  déduire  des  équations  (A)  les  équa- 
tions qui  serviront  à  la  détermination  de  l'indice  de  ré- 
fraction réduit.  Si  l'on  introduit  les  expressions  de  £,  37,  f 
dans  les  équations  (A),  et  si  l'on  compare  les  coefficients 
de  C,  on  obtiendra  par  la  première  équation 

21  étant  une  somme  de  fonctions  périodiques,   que  nous 
n'avons  pas  besoin  de  définir  avec  plus  de  précision. 

Si    nous    multiplions    l'équation    ainsi    obtenue    par 

dv 

—  et  si  nous  intégrons  dans  toute  l'étendue  du  volume  v, 

v 

cette    somme    21   s'évanouira;    et   si   l'on    remplace,    en 

dF 
vertu  de  l'équation  (2),  $2  par  -^— ,  on  obtiendra  au  moyen 

de  la  première  équation  (A)  la  première  des  trois  relations 
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0F\ 
dxh 


(T+  «s+  n>)  ?-   « (Z£„+  m%+  <)  =  J*  J  (f.+ 

dont  les    deux    dernières    sont    déduites    d'une    manière 
analogue. 

Mais  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  corps  est  en 
général,  d'après  la  définition  de  la  page  258,  exprimée 
par  le  rapport 


et  si  la  vitesse  dans  le  vide  est  0,  l'indice  de  réfraction 
cherché  sera  déterminé  par 


=  qvi2+m2+ 


k 

Ce  rapport  n'est  pas  en  général  le  même  pour  toutes 
les  directions  de  vibration,  mais  on  peut  cependant  tou- 
jours, comme  je  l'ai  démontré  ailleurs  (Pogg.  Ann.,  t.  118; 
quatrième  mémoire  de  la  présente  édition),  choisir  les 
directions  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  de 
telle  manière  que  les  vibrations  qui  s'effectuent  dans  les 
directions  des  axes  se  propagent  dans  une  direction  per- 
pendiculaire aux  axes.  Si  l'on  considère  seulement  les 
vibrations  qui  s'effectuent  dans  la  direction  de  l'axe  des  a?, 
on  peut  poser 

%  =  o,   c  _  o, 

et  alors  la  normale  à  l'onde  plane  est  perpendiculaire  à 
l'axe  des  x,  d'où  il  suit  que 

l  =  0. 

17* 
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Par  conséquent  l'indice  de  réfraction  relatif  à  ces 
vibrations ,  indice  que  nous  désignerons  par  A1 ,  aura 
pour  expression 


OVm2+n2 
A>  =  h         • 

Nous    remplacerons   F  par    une   fonction    nouvelle, 
déterminée  par  l'équation 

F=  „+f(e+Q, 

où  c  est  une  constante,  et  nous  poserons 

0' 

-,=  !  +  </>, 

Cl) 

où  ip  est  une  fonction  périodique  qui  s'évanouira  en 
dehors  du  corps,  si  l'on  suppose  qu'il  est  entouré  par  le 
vide,  pour  lequel  co  est  égal  à  0. 

Ces  substitutions  transforment  l'équation  (3)  en 

+  +  &*■&  +  ■%*$  +  **■&-       to'         ^ 

OÙ 

d2cp      d2<p      d2<p 
tandis  que  la  première  équation  (4)  devient 

La  première  équation  (5)  donnera  pour  l  =  0 

K+^.-S?S(i+«(i+ÎE)(«+o- 


Si  l'on  pose 


7,2  -^-î  1 


on  trouvera,  en  éliminant  c  au  moyen  de  l'équation 
précédente,  que  l'indice  de  réfraction  réduit  est  déterminé 
pour  les  vibrations  parallèles  à  l'axe  des  x  par 

4+S?l)-S>+<»('+£)-    « 

Dans  cette  équation  il  faut  déterminer  <p  au  moyen 
de  l'équation  différentielle  (7)  combinée  aux  deux  con- 
ditions qui  résultent  des  équations  (4),  à  savoir 

Cdvdp  Uvd<p  _ 

Nous  considérons  comme  démontré  qu'on  peut  choi- 
sir les  directions  des  axes  de  coordonnées  de  manière  à 
avoir  en  même  temps 

?„  =  0,     C  =  0     et    1-0, 

d'où  résulte  que  les  deux  dernières  équations  (5)  devien- 
nent 

£^+4=° et  S^+^o-  <io> 

On  suppose  donc  que  ces  conditions  sont  déjà  rem- 
plies par  le  choix  des  directions  des  axes. 

De  l'équation  différentielle  (7)  on  déduit  par  inté- 
gration 


1  [  d  [dv'  ,,/<¥,,  \   ,    à  [dv'    d9'  ,    6  [dv'  J<p' 


47r  [ôaj 
où  l'on  a 


*  (11)  •N0TE11. 


dv'  =  dx'dy'dz' ', 

et  où  0'  et  ç?'  sont  deux  fonctions  formées  avec  x\  y',  z' 
comme  <p  et  tp  le  sont  avec  x,  y,  z. 
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On  peut  ici  supposer  que  l'intégration  est  étendue 
à  tout  l'espace  infini  ;  mais  on  voit  que  tous  les  éléments 
de  l'intégrale  pour  lesquels  le  point  (x,  y',  z*)  est  situé 
en  dehors  du  corps  s'évanouissent  par  la  raison  que  (jf 
est  nul  ici. 

Nous  introduirons  cette  valeur  de  <p  dans  l'expression 

ïdvd<p 
j  v  dœ' 

Nous  supposerons  que  le  volume  aux  limites  du- 
quel cette  intégrale  doit  être  étendue,  et  qui  doit  seule- 
ment satisfaire  à  la  condition  d'être  assez  grand  pour 
que  l'intégrale  puisse  représenter  la  moyenne  de  -^-, 
est  une  sphère  située  à  l'intérieur  du  corps  et  ayant  son 
centre  à  l'origine  avec  un  rayon  R  suffisamment  grand. 

Si  l'on  pose 

dv  =  p*  sin  6  dp  dB  dw  , 
l'expression  ci-dessus  peut  s'écrire 

En  intégrant  par  parties  le  dernier  terme  par  rap- 
port à  6,  on  transforme  cette  expression  en 

\^Ynd^dde\dw^{p2<p).  (12) 

Si  l'on  désigne  par  P  la  partie  de  cette  intégrale 
qu'on  obtient  en  remplaçant  <p  par  le  premier  terme  de 
(11)  et  si  l'on  pose 
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1   ô  rdv'  „(d<p'  ,  A 

-(-ç-"i)S?vf-'?'f- 

en  introduisant  des  coordonnées  sphériques   et  en   rem- 
plaçant pour  abréger  j-  <p'l-~-\-l\  par  f,  on  obtiendra 


ou 


r  =  Vp2+p'2—%pp\cosdcosd'+sm0s'm(fcos(ù)-œ')). 
Mais  on  a,  comme  on  sait, 

'  47T 

S7T  /.27T         | 

smBddKda)—  = 


pour  />>/>' 
—  pour  p<p, 


et 


CsintfdtëC 


2f   3cos20-l 


|^(3cos2^-l)^  pour  p>p' 

2 

^(3C0S2^— 1)4-3  P0^  p<p'.*   *  NOTE  12. 


En  vertu  de  ces  formules  on  obtiendra 

'+5(cos20'-iy 


-  i^sm6'd0'^d^  r^Yfdpf' 


M 


Or  on  a 


$&*-&" 
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et 


car 


Gomme  on  peut  supposer  que  le  corps  et  par  suite 


fer  a 


B  est  aussi  grand  qu'on  veut,  le  terme  W-7  f  a  une  va- 

leur  insignifiante  et  on  obtient  seulement 

P  =  --$1r^p'\s[n&d0f\d<o'f, 

ou,    en   revenant  aux  coordonnées   rectangulaires   et  en 
remplaçant  f  par  sa  valeur  originelle, 

'--*S?>(£+1)- 

Reste  encore  à  remplacer  ^>  dans  l'intégrale  (12)  par 
les   deux   derniers  termes   de   l'équation   (11).     Mais   en 
faisant  sur   ces  deux  ternies   des   calculs  analogues   aux 
note  13.  précédents ,   on  trouvera  pour  résultat  zéro  *,    et  on  ob- 
tiendra par  conséquent 

St£--*SM£+i)-         (13) 

D'une  manière  analogue  on  obtiendrait 


v  dy  à  )v 

et 


dv  d<p  1  rdv    d<p 


(dvd?  _Adv    «g 
iv  dz  "       i)vvdz' 
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Ces  équations  montrent  que  l'intégrale  (p  déterminée 
par  l'équation  (11)  satisfait  aux  deux  conditions  (9),  car 
celles-ci  peuvent  à  présent  être  déduites  des  équations  (10) 
au  moyen  des  deux  équations  ci-dessus. 

L'indice  de  réfraction  réduit  At,  correspondant  aux 
vibrations  parallèles  à  l'axe  des  #,  était  dans  l'équation  (8) 
déterminé  par 

au  moyen  de  (13)  nous  pouvons  éliminer  \ — -£-  et  nous 
obtiendrons  de  cette  manière 

De  même  nous  pouvons  déterminer  l'indice  de  ré- 
fraction correspondant  aux  vibrations  parallèles  aux  axes 
des  y  ou  des  z%  et  nous  pouvons  aisément  former  d'une 
manière  semblable  les  équations  analogues  à  (14)  et  (7). 
Il  va  sans  dire  que  pour  les  corps  isotropes  les  calculs 
exécutés  ci-dessus  sont  valables  en  général  pour  une 
direction  quelconque  des  vibrations. 

Les  calculs  ont  jusqu'ici  été  faits  sans  intervention 
d'aucune  hypothèse.  Mais  si  l'on  compare  le  résultat  obtenu 
par  le  calcul  avec  les  résultats  des  expériences,  on  recon- 
naît qu'il  se  présente  une  hypothèse  très  naturelle,  dont 
il  faut  développer  les  conséquences  théoriques,  et  l'on 
verra  alors  s'il  est  possible  d'obtenir  de  cette  manière 
des  connaissances  sur  la  constitution  moléculaire  des  corps. 

On  sait  que  les  expériences  montrent  avec  un  cer- 
tain degré  d'approximation  que  le  pouvoir  réfringent 
(A2 — \)v  et   aussi  {A — \)v,    qu'on  peut    encore   écrire 
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J* \ 

sous  la  forme  -,       .  v,  conserve  une  valeur  constante  par 

A-\-  1 

les  variations  de  volume  du  corps.    On  peut  en  conclure 
que  la  fonction  du  volume  et  de  l'indice  de  réfraction 

A2—  1 
A*+*v 

donnée  par  la  relation  (14)  doit  de  même  être  supposée 
note  14.  approximativement  constante.* 

On  doit  donc  en  premier  lieu  rechercher  si  cette 
propriété  dépend  de  l'invariabilité  de  la  fonction  <p,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  de  l'indice  de  réfraction  molé- 
culaire. Une  conséquence  immédiate  de  cette  invaria- 
bilité sera  alors  la  possibilité  d'admettre  des  molécules 
invariables  séparées  par  des  intervalles  vides.  Ces  molé- 
cules doivent  nécessairement  être  considérées  comme 
transparentes,  car  dans  le  cas  contraire  le  corps  ne  pour- 
rait pas  être  lui-même  parfaitement  transparent. 

O2 
D'après  cette  hypothèse,  la  fonction  <p  =  — ¥  —  1 

est  invariable  à  l'intérieur  des  molécules  et  nulle  en  dehors 
de  celles-ci,  de  sorte  que  tous  les  éléments  de  l'intégrale 
qui  figure  dans  (14)  s'évanouissent  au  dehors  des  molé- 
cules. Cette  intégrale  contient  encore,  outre  le  terme  in- 
variable <fr,  la  fonction  <p,  que  nous  chercherons  à  déter- 
miner plus  complètement  pour  les  corps  isotropes,  sans 
faire  pourtant  aucune  hypothèse  nouvelle  pouvant  res- 
treindre l'idée  de  la  forme  des  molécules  ou  de  leur 
indice  de  réfraction. 

Il  sera  ainsi  indifférent  pour  les  calculs  qui  suivent 
de  supposer  qu'une  molécule  est  simple  ou  constituée 
par  un  système  invariable  de  plusieurs  molécules. 

Dans  un  corps  isotrope  nous  supposerons  que  les 
molécules  sont  disposées  irrégulièrement,  de  telle  manière 
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que  toutes  les  molécules  de  même  nature  se  trouvent 
orientées  dans  toutes  les  directions  possibles. 

Si  l'on   attache  à  chaque  molécule   un   système   de 

coordonnées  qui  lui  soit  invariablement  lié,  et  si  les  axes, 
que  nous  désignerons  par  a,  6,  c,  passent  par  des  points 
analogues  dans  les  molécules  de  même  nature,  un  point 
d'un  des  axes  parcourra  successivement  tous  les  éléments 
d'une  surface  sphérique,  si  l'on  passe  d'une  molécule  à 
l'autre. 

On  a  déduit  l'intégrale  (11)  de  l'équation  différen- 
tielle (7)  qui  donne  la  fonction  <p.  Cette  intégrale  peut 
encore  s'écrire 


9 


4tt,)  r    \ôx' 


>(%+> 


Tz-f 


"'i 


Cette  intégrale,  qui  est  étendue  à  tout  le  corps,  peut 
être  divisée  en  deux  parties,  dont  l'une  comprend  seule- 
ment l'unique  molécule  à  laquelle  appartient  le  point 
(#,  y,  z),  et  dont  l'autre  s'étend  à  toutes  les  autres  molé- 
cules du  corps.  Nous  désignerons  la  première  partie 
par  jj  et  la  seconde  par  \  * . 

Si  l'on  pose 

>« 
c 

S 


d_)C 
d.r! 


r   [dxf<P\dx' 


) 


7* 


/»(0 
Y         1  \dv' 

(M 


rdX' 


bx'r  dx 


dx'v  dx' 


frw< 


Lfôë 


■M 


ÔX'        Ô 

.,W1 

dy'~^  dz,çp  ôz\ 

ex'      e     dxr 

dyf~^~  Bz'V  dz' 

®    ,,MÇj 

Ôz,(p  Ôz' 

1 

dzfV  dz' 

? 

(15) 


NOTE  15. 
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et  ainsi  de  suite  à  l'infini,   on  obtiendra  l'expression  ci- 
dessus  de  f,  en  posant 

X+Xt+Xt+Xê+...  =  9*.  (16) 

Les  expressions  analogues,  qu'on  obtient  en  rempla- 
çant les  lettres  X  et  œ  par  Y  et  y  ou  par  Z  et  z,  seront 
désignées  par  Y,  Yt,   Y2,  . ..,  Z,  Zx%  Z%,  ... 

Si  l'on  a  déterminé  une  fonction  A  des  coordonnées 
a,  b,  c,  correspondant  à  la  molécule  en  question,  par 
l'équation 


1  (dv'\ô    .,/ÔA'A 


1  ,>dA.x-!L,>M 

db'V  db'^dc'V  ~Ôc' 


où  a,  b,  c,  a',  b',  c'  remplacent  œ,  y,  z,  x\  y',  z\  et  deux 
autres  fonctions  analogues  B,  C  par  les  deux  équations 
analogues,  obtenues  en  remplaçant  A  et  a  par  B  et  b  ou 
par  C  et  c,  on  peut  alors  facilement  déterminer  la  fonc- 
tion X  valable  pour  toute  autre  position  de  la  molécule. 
Cette  position  est  déterminée  par  l'angle  6  que  fait  l'axe 
des  œ  avec  l'axe  des  a,  et  par  l'angle  co  que  fait  le  plan 
des  coordonnées  (a,  b)  avec  un  plan   passant   par  l'axe 

note  16.  des  œ  et  l'axe  des  a* 

Multiplions  par  cos#  l'équation  ci-dessus,  qui  déter- 
mine A,  et  par  sin#cos^,  sin0sino>  respectivement  les 
équations  qui  déterminent  B  et  C;  puis  additionnons 
les  trois  équations  obtenues  de  cette  manière.    En  remar- 

note  17.  quant  qu'on  aura  pour  toute  fonction  F* 

da^da^~  ôb^ôb^  dc^Ôc  ~  dxv  dx  + dyv ôy  '  dzv  dz' 
et  qu'on  a  de  plus 
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^cos0  +  -^sin0cosûj  +  -^sin0sma»  =  ^h 

on  reconnaîtra  que  la  somme  a  la  même  forme  que  la 
première  équation  (15),  et,  en  comparant  cette  somme 
avec  cette  équation,  on  obtiendra 

X  =  J.cos#  +  i?sin#cosû>  +  Csin#sinft>. 

Nous  chercherons  maintenant  à  déterminer  la  valeur 
des  termes  obtenus  en  remplaçant  successivement  dans 
(14)  (p  par  X,  X^  etc.,  et  nous  déterminerons  en  premier 
lieu 

où  l'intégrale  embrasse  toutes  les  molécules  du  corps. 
On  peut  effectuer  cette  intégration  en  passant  d'un  point 
d'une  molécule  au  point  correspondant  d'une  autre  de 
même  nature  et  en  continuant  de  cette  manière  à  par- 
courir toutes  les  molécules  de  même  nature,  situées  dans 
des  positions  différentes,  et  ensuite  en  passant  du  pre- 
mier point  à  tous  les  autres  points  de  la  molécule.  On 
peut  exprimer  ceci  d'une  manière  plus  brève,  ce  que 
nous  préférerons  dans  ce  qui  suit,  en  disant  qu'on  rem- 
place dans  l'intégrale  ci-dessus  l'élément  correspondant 
au  point  (a,  b,  c)  d'une  molécule  par  la  moyenne  de  toutes 
les  valeurs  que  prend  cet  élément  quand  on  fait  tourner 
la  molécule  dans  toutes  les  directions.  Si  la  position  de 
la  molécule  est  déterminée  comme  ci-dessus  parles  angles 
6  et  a),  on  posera 


dv<pj-  =  \dv  <p  j-  Vsin  6  dd  \doj 
Nous  avons 


et 
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ex     ex     a  .  ex  .  a        ,àx.a. 

-5-  =  -^cos0  +  ^sm#cos^  +  —  sin#sm<w  , 
ox         ca  '    00  ^    de 


Si    nous    introduisons    ces    valeurs    dans   l'équation 
précédente,  nous  obtiendrons  par  intégration 

L  ,ÔX      iL  ,  /^  ,  dB  ,  ^\ 
r^-^lïE+W+s)'         (17) 

expression  qui  est  indépendante  de  la  distance  des  molé- 
cules et  aussi,  d'après  notre  hypothèse,  du  volume  et  de 
la  température  du  corps. 

Nous  déterminerons  en  second  lieu  l'intégrale 

où  Xt  est  donné  par  la  seconde  équation  (15),  qui  en 
vertu  de  la  première  équation  peut  s'écrire  sous  la 
forme  plus  courte 

^'j'X. 


1  47T 

Dans  la  figure  (3)  on  a  pris  pour  origine  0  du 
système  de  coordonnées  un  point  de  la  molécule  situé 
de  telle  manière  qu'on  puisse  faire  tourner  la  molécule 
autour  de  ce  point  sans  troubler  l'équilibre  mutuel  des 
note  18.  molécules*.  Nous  appellerons  un  tel  point  le  point  cen- 
tral de  la  molécule.  P  est  un  point  de  la  même  molé- 
cule déterminé  par  les  coordonnées  x,  y,  z  ou  par  les 
coordonnées  sphériques  OP  =  ô  distance  à  l'origine,  6 
angle  que   fait  l'axe  des  x  avec  OP,   et  a>  angle  d'incli- 
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naison  du  plan  œOP  sur  le  plan  des  œy.  Soit  de 
plus  0'  le  point  central  d'une  autre  molécule  déterminé 
par  les  coordonnées  x0,y0,z0;  P'  un  point  de  cette  molé- 
cule déterminé  comme  P  par  les  coordonnées  œ\  y',  z\ 
ou  par  O'P'  =  â'  et  les  angles  B'  et  m .  Nous  posons 
encore  PP'  =  r,  PO'  =  r1  et  00'  =  ro,  et  les  direc- 
tions des  deux  dernières  lignes  sont  de  la  même  manière 
déterminées  par  les  angles  0X,  &l  et  0O,  a>0. 

On  suppose  que  le  système  fixe  de  coordonnées  est 
placé  dans  la  seconde  molécule 
(en  0')  de  manière  que  l'axe 
des  a'  coïncide  avec  O'P'  et  que 
les  plans  des  a'b'  et  des  œy  fas- 
sent tous  deux  le  même  angle 
a)'  avec  le  plan  X'O'P* 

La  moyenne  de  -d'X'  pour 
toutes  les  positions  de  la  seconde 
molécule  sera,  si  l'on  fait  tourner 
celle-ci  autour  de  0', 


Fig.  3. 


p7T  ~27T 


A'X\ 


*  NOTE  19. 


OU 


r  =  Vrl+d" 
et 


2r/  (cos  ff  cos  ex-\-  sin  6'  sin  ^  cos  O' —  wj) 


X'  =  4'cos^+#sin0'coso/-f  C'sinfl'shW. 
Si  l'on  exécute  l'intégration,  on  obtiendra 

^  [  zM'cos  tfj-j-  J'J5'  sin  ^  cos  0^+  J' C"  sin  ^  sin  <*>J 
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expression  qui  peut,  en  vertu  des  équations  r1cosd1=  xo— x, 
r1smd1cosaj1  =  y0 — y,  r1  sin Bx sin wl  =  zo —  0,  s'écrire 
sous  la  forme 

6  [         oxrx  dyr^   '  dzrl 

Ensuite  on  peut  supposer  qu'on  fait  tourner  le  corps 
autour  de  l'origine  0,  point  central  de  la  première  molé- 
cule, pendant  que  la  molécule  reste  immobile.  Dans 
l'expression  ci-dessus  c'est  seulement  r,  qui  variera  par 
cette  opération,  et  comme 

rt  =  Vpl  +  â2—  2 roâ(cos  0O cos  8  +  sin  0osin  0cos (oj0-w))  , 

on  trouvera  comme  moyenne  de  —  pour  toutes  les  positions 

1 


—  \sin0ndâ\dw-  =  - 


4,T 

Cette  quantité  étant  indépendante  de  x,  y,  z,  si 
on  l'introduit  dans  l'expression  ci-dessus,  on  obtiendra 
la  valeur  zéro.     Par  conséquent  on  aura  aussi 

Nous  chercherons  ensuite  la  valeur  de 

où  X2  est  en   vertu   de   la  troisième   équation  (15)   dé- 
terminé par 

J_(dv[\_d_  f,dX[     _d__     dX[       d_     dja 
^)  r   [dx'v  dx'  +  <VV'  Ôtj'  +  dz'*   ôz' 

Tci  dv'  est  un  élément  de  volume  de  la  première 
molécule,  dans  laquelle  est  situé  le  point  0.    La  position 
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de  cette  molécule  ne  variant  pas  dans  les  calculs  ci- 
dessus,  le  résultat  trouvé  sera  encore  valable  ici,  et  par 
conséquent  la  moyenne  de  X[  sera  nulle.    On  aura  donc 

Nous  allons  chercher  de  plus  la  valeur  de 

62L 


\dv(p 


dx  ' 


nous  savons  en  vertu  de  la  quatrième  équation  (15)  que 


»(«) 


3        4ttJ  r   [dx,<P  Bx'^By,<P  By'  "^  Bzf(p  Bz' 


et 


rft?'  appartient  à  une  molécule  autre  que  la  première 
dans  laquelle  est  situé  0,  et  dv"  à  une  molécule  diffé- 
rente de  celle  qui  contient  0'.  Un  point  de  cette  troi- 
sième molécule  est  déterminé  par  a",  y" ',  z",  et  rf  est 
la  distance  de  (x\  y',  z')  à  {x",  y",  z").  Il  faut  à  pré- 
sent distinguer  deux  cas  différents,  selon  que  la  troi- 
sième molécule  diffère  de  la  première  ou  qu'elle  lui  est 
identique. 

Dans  le  premier  cas  on  peut  procéder  comme  ci- 
dessus,  avec  cette  différence  toutefois  que  c'est  à  pré- 
sent la  troisième  molécule  qu'on  fait  tourner  autour  de 
son  point  central,  pendant  que  le  corps  dans  son  en- 
semble tourne  autour  du  point  0'  de  la  seconde  molé- 
cule. Ici  s'élève  cependant  une  difficulté:  la  première 
molécule   doit   rester    à   sa  place   pendant   la  durée  du 

18 
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mouvement,  car  les  coordonnées  x,  y,  z  ne  doivent  pas 
varier;  mais  cela  est  en  général  impossible  sans  faire 
varier  la  position  relative  des  autres  molécules,  et  il 
serait  nécessaire  de  tenir  compte  dans  les  calculs  de  ces 
variations.  Pour  cette  raison  il  est  nécessaire  de  sup- 
poser que  la  rotation  du  corps  s'opère  pendant  que  la 
position  de  la  première  molécule  et  celle  des  molécules 
ambiantes  éprouvent  de  petites  variations,  de  telle  manière 
que  les  conditions  d'équilibre  du  corps  soient  satisfaites. 
Il  est  cependant  évident  qu'on  peut  satisfaire  à  ces  con- 
ditions d'un  infinité  de  manières  différentes,  de  sorte 
que  les  petits  déplacements  auxquels  sont  assujetties 
les  molécules  sont  dans  un  certaine  mesure  arbitraires 
et  peuvent  varier  d'une  infinité  de  manières.  On  peut 
donc  en  conclure  que  ces  petites  variations  de  position 
des  molécules  pendant   la   rotation  du  corps  ne  peuvent 

pas  influencer  le  résultat 
définitif  et  que  par  con- 
séquent la  partie  de  X3 
relativement  à  laquelle  ces 
suppositions  sont  valables 
est  nulle. 

Dans  le   second  cas  les 

points  (#,  y,  z)  et  (x",  y", 

z")    sont    situés    dans    la 

même  molécule.     Dans  la 

fig.  4  les  points  0,  P,   0\ 

P'  sont   ceux  de   la  fig.  3 

et  sont  déterminés   de  la 

même  manière.    De  plus  le  point  P"  a  pour  coordonnées 

œ",  y",  z"  et   est   déterminé   par  des   coordonnées   sphé- 

riques  de  la  même  manière  que  P,  c'est-à-dire  par  0P"=  d" 


Fig.  4. 
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et  par  les  angles  6"  et  co";  de  plus  on  pose  0'P"=  rj, 
la  direction  de  cette  ligne  étant  déterminée  par  les  angles 
8[  et  o)\  et  P'P"=  r'.  Les  directions  positives  des  deux 
dernières  lignes  sont  estimées  de  0'  et  de  P'  à  F' .  Par 
conséquent  il  faut  ou  ajouter  180°  aux  angles  que  font 
ces  lignes  avec  l'axe  des  #,  si  l'on  veut  que  le  sens  posi- 
tif soit  estimé  de  Pu  à  0'  et  à  P',  ou  changer  le  signe 
de  r'.  Nous  estimerons  dans  ce  qui  suit  le  sens  positif 
à  partir  de  P"  et  pour  cette  raison  nous  poserons, 
après  avoir  changé  de  signe, 

1        47rJ  r 

Après    avoir   légèrement   transformé  l'expression  ci- 
dessus  de  X,  on  trouve 


1    p  fto 


x= -Tkff^r* 


ff-     i    ,     d2     i 


ôjc  dx"  rr'      dy  dy"  r  r' 

où  r  ne  dépend  pas  de  x",  y",  z"  ni  r'  de  #,  y,  z. 

Par  une  rotation  de  la  seconde  molécule  autour  de 
0',  r  et  r'  varieront  seuls  dans  cette  expression,  et  on 
trouvera  comme  moyenne  pour  toutes  les  positions  *         *  note  20. 


1  r*  c27r     1  1 

f-\smffdff\dco,~  =  — 


<Tcosri      ^(3cosV-l) 


ou 


r  =  l/r*  +  <T—  2  r,  £'  (cos  Bx  cos  0'+  sin  02  sin  ff  cos  (a/  —  a/))  , 

r'  =  ^rf+  <T —  2  r;  <T  (cos  ^  cos  ff+  sin  ^  sin  ff  cos  (^J—  a/)) 
et 

cos  7^  =  cos^cos^  +  sin^sin^cos^ — w^. 

Si  nous  nous  servons  pour  abréger  d'une   notation 
symbolique,  en  désignant  par  J„  l'opération 
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dœdx''^  dydy"+  Ôzdz"' 

si  de  plus  au  lieu  de  â„  A„  nous  écrivons  Jj, ,  etc.,  et  si 
nous  faisons  observer  que 

fjCostf,  =  x0 — x,     r[cos0'  =  xo — x", 
rjSin^coswj  —  y0 — y 


nous  pourrons  donner   à  la  série  bien  connue  ci-dessus 
note  21.  la  forme  assez  remarquable* 


2<TJ, 


2tf4J: 


1-2. 3   '    1.2.3.4.5 


1 


l 


Si  dans  X3  l'on  remplace  — ,   par   cette    expression, 
on  trouvera 


^=-{J^ldv"J"Xf^ 


à„+ 


2<tj,2, 
1.2.3 


1 


Si  l'on  fait  tourner  le  corps  autour  de  0,  pendant 
que  la  première  molécule  reste  immobile,  on  trouve 
comme  moyenne  de  — -,  pour  toutes  les  positions 

"cosr     <f(T(3cos2r-l) 


le  f71     1        1 

4-Jsin.0^0-rrl 


Sri 


10  ri 


+  . . . 


ou 


r  =  Vrl  +  d2—  %r0d(coseocos8  +  smâ0sm6cos(a>0—at)), 
r[  =  \/r20+  â"2-  %rod"  (cos0ocos0"+  sin  0osin0"cos  (w-ot'% 
cosf  ==  cos#cos#"+sin#sin#"cos(û>  —  a>") . 

Si  nous  remarquons  que  l'on  a 

<^'cosr  =  xx"-\-yy"  +  zz", 


=  xz+y*+z\ 


œ"2+y"2+z"2, 
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on  peut  aisément  appliquer  à  cette  série  les  opérations 
â„ ,  A), ,  etc.,  et  on  obtiendra  des  séries  analogues,  pour 
lesquelles  on  peut  déduire  une  loi  simple.  Nous  n'in- 
sisterons pourtant  pas  sur  ce  point,  mais  nous  borne- 
rons les  calculs  aux  premiers  termes.  Si  dans  l'expres- 
sion de  X3  nous  remplaçons  — ,  par  la  série,  et  si  nous 

i 

négligeons    toute    les   puissances  de   -  supérieures  à  la 

0 

sixième,  nous  obtiendrons 


X  = 


(4 
d'où  il  suit  que 


1    fj  „'j,-r«t<$,.,/l    ,   „xx"+t/y"+zz"+3'2\ 


^LvLv"X''.x'^. 


Si  en  vertu  de  la  première  équation  (15)  l'on  pose 
dans  l'intégrale  \)dv"J"X">x" 

dx"  v  \  ôx"  "*"  V  "T"  Ôf  9    dy"  "*"  dz"  V    ôz" 


J'X"  =  — 


on  trouvera,  en  intégrant  par  parties,  comme  <p"  s'éva- 
nouit à  la  limite,  que  cette  intégrale  peut  s'écrire  sous 
la  forme 

expression  qui  prendra  la  valeur 

L  ntnlA    ,     [iÔA"    ,    dB"    ,    dC"\\ 

quand  on  fera  tourner  la  première  molécule,  ce  qu'on 
déduit  par  le  même  procédé  qu'on  a  appliqué  à  l'équa- 
tion (17). 
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Comme  les  éléments  de  cette  intégrale  appartien- 
nent à  la  même  molécule  que  ceux  de  l'intégrale  \dv(p, 
nous  négligerons  les  accents ,   et  nous   obtiendrons  alors 

Si  nous  nous  bornons  à  cette  approximation  et  si 
nous  introduisons  dans  l'équation  (14)  les  résultats  ob- 
tenus, cette  équation  donnera,  si  nous  désignons  par  A 
l'indice  de  réfraction  réduit  du   corps  isotrope  considéré 

Si  le  corps  est  composé  uniquement  de  molécules 
de  la  même  nature,  dont  chacune  peut  toutefois  être 
composée  de  plusieurs  atomes  dont  la  combinaison  est 
invariable,  et  si  l'on  pose 

les  intégrations  ne  s'étendant  qu'à  une  seule  molécule 
ou  à  la  molécule  composée  (si  elle  est  composée),  nous 
obtiendrons,  en  appelant  s  le  nombre  de  ces   molécules, 


•-W1-»^)- 


A2— 1 

£+1 


Ici   r0  désigne  la    distance  du    point    central    d'une 

molécule  arbitraire  prise  à  l'intérieur  du  corps  au  point 

central  de  chacune  des  autres  molécules,  et  21  est  alors 

la  somme   correspondante   à   toutes    ces   valeurs   de    ro. 

1 
Pour  cette  raison  2- -s  est   inversement   proportionnel    au 

carré   du   volume   du   corps,   et   cette   somme   peut  être 
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déterminée  plus  exactement  si  l'on  suppose  que  les  mo- 
lécules sont  distribuées  d'une  manière  donnée.  Si  nous 
supposons  par  exemple,  pour  rendre  ceci  plus  intelligible, 
que  les  molécules  sont  situées  dans  les  angles  des  cubes 
congruents,  dont  le  côté,  égal  à  la  plus  petite  distance 
des  molécules,  a  pour  valeur  i?,  et  si  nous  posons 

1 

V»  2 

"3    =      «7 


(m-\-  n-\-p 

où  2  est  la  somme  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières 

de  m,   n,  p   de  —  oo   à   -(-  oo ,    m  =  n  =  p  =  0   seul 

excepté,  on  aura 

1  2 

2-t  =  -^    et    v  =  sR3*,  *  NOTE  22. 

r0        il 


et  par  conséquent 


1  2  _2 

ri  v2 


Pour  une   autre  distribution  des  molécules,   c'est  seule- 
ment a  qui  variera. 
Si  nous  posons 

2     2    2 

ips  =  P,     -g-â-  =  a2, 

l'équation  ci-dessus  qui  donne  l'indice  de  réfraction  devient 
A2—  1 


^+2 


■-?)• 


où  P  et  a2  sont  deux  constantes  positives  et  indépen- 
dantes de  la  température  et  du  volume  du  corps,  et  où 
l'on  peut  supposer  que  v  est  le  volume  de  l'unité  de 
poids    du    corps.      Pour    des   vapeurs    et    des   gaz   cette 
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équation  se  réduira  avec   une  assez  grande   approxima- 
tion à 

NOTE  23.  !(-4—  1)fl   =   P.* 

Si  les  molécules  du  corps  sont  composées  de  plu- 
sieurs atomes  qui  ne  sont  pas  liés  d'une  manière  in- 
variable, ou  si  les  indices  moléculaires  de  réfraction  eux- 
mêmes  dépendent  de  la  température  et  du  volume, 
l'équation  (B)  sera  encore  admissible,  mais  on  reconnaît 
alors  qu'elle  n'aura  aucune  importance  pratique,  tant 
qu'on  ne  connaîtra  pas  les  lois  auxquelles  sont  assujetties 
ces  variations. 

Si  le  corps  est  un  mélange  de  plusieurs  autres,  et 
si  nous  cherchons  à  déterminer  l'indice  de  réfraction  du 
mélange  par  ceux  des  éléments,  il  faut,  même  en  conser- 
vant l'idée  de  l'invariabilité  des  molécules,  qu'on  fasse 
encore  une  hypothèse,  par  la  raison  que  nous  ne  con- 
naissons pas  la  position  mutuelle  des  différentes  molé- 
cules. Nous  supposerons  ici  que  la  distribution  des 
molécules  est  la  même  dans  le  mélange  que  dans  chaque 
élément  en  particulier.  Si  l'on  suppose  par  exemple  que 
les  molécules  des  éléments  du  mélange  sont  situées  dans 
les  angles  de  cubes  congruents,  on  fera  la  même  hypo- 
thèse sur  le  mélange,  et  les  différentes  molécules  seront 
distribuées  accidentellement  dans  les  angles. 

Si  le  mélange  est  composé  de  deux  sortes  de  molé- 
cules, et  si  leurs  nombres  respectifs  dans  l'unité  de  poids 
du  corps  sont  st  et  s2,  si  vx  et  i/2,  p.l  et  p%  sont  les 
quantités  correspondantes  à  p.  et  à  y  pour  les  deux  sortes 
de  molécules,  on  obtiendra  par  l'équation  (B) 

^— '  1  1  11  "2      Ci  11  \siyi+V2 
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Nous  poserons  ici 
^(vK)  =  v,     isA  =  Pipn     K^  =  P*p^ 

2  2 

(À  a     a  9       9  OC  09  99 


où  _pt  et  p2  sont  les  rapports  des  poids  des  deux  élé- 
ments, et  pl-\-p2  =  1,  tandis  que  Pt  et  «^  Po  et  a2  sont 
des  constantes  correspondant  à  ?  et  a  pour  les  deux 
éléments.  De  plus  soient  El  et  E2  les  poids  relatifs  des 
deux  éléments;  cela  veut  dire  que  ces  deux  nombres 
sont,  d'après  la  théorie  chimique,  les  poids  atomiques 
des  éléments;  on  obtiendra 

En  introduisant  ces  notations,  on  trouvera  la  relation 
A2—  1 

-  J  (*A+*A)  (  J i  +  \  )  (  A^A+  P2  PJEfi) ,       W 

dont  la  forme  est  toujours  la  même  que  celle  de  l'équa- 
tion (C).  On  formera  aisément  les  expressions  corres- 
pondantes pour  les  mélanges  de  plus  de  deux  corps. 

Ce  résultat  est  remarquable  par  la  circonstance  que 
les  équivalents  chimiques  y  entrent,  de  manière  qu'on 
peut  aussi  par  cette  voie  déterminer  ces  équivalents 
quand  on  a  avec  une  précision  suffisante  déterminé  les 
deux  constantes  de  l'équation  par  des  expériences  por- 
tant sur  les  substances  composantes  et  sur  le  mélange, 
en  se  servant,  de  l'équation  (C).  Si  le  mélange  se  trans- 
forme en  une  combinaison  chimique,  on  ne  pourra  pas 
déduire  la   formule   de   l'indice   de   réfraction   sans   faire 
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de  nouvelles   hypothèses.     C'est  pourquoi  je   n'insisterai 
pas  sur  ce  problème. 


La  preuve  de  la  valeur  des  résultats  obtenus  doit 
principalement  être  déduite  des  expériences  sur  les  in- 
dices de  réfraction  des  corps  dans  leurs  différents  états 
moléculaires.  Si  l'on  ne  connaît  par  exemple  l'indice  de 
réfraction  d'un  corps  qu'à  l'état  liquide  et  à  l'état  ga- 
zeux, il  faut  encore  déterminer  pour  le  premier  état  les 
deux  constantes  qui  entrent  dans  l'équation  (C),  et  pour 
cette  raison  il  ne  reste  que  peu  d'expériences  dont  on 
puisse  se  servir  pour  notre  but.  Ce  sont  seulement  les 
expériences  sur  l'eau  et  sur  le  sulfure  de  carbone  à  l'état 
liquide  et  à  l'état  gazeux  qui  peuvent  être  considérées 
comme  démonstratives. 

Relativement  à  ces  deux  corps,    on  connaît  l'indice 

6A 
de  réfraction  réduit  A  et  -k-  pour  l'état  liquide,    et   on 

peut  alors,  en  se  servant  de  ces  deux  quantités,  déter- 
miner les  deux  constantes  de  l'équation  (C).  On  déduira 
de  cette  équation 

r  ~  *  A2+% V~^  (A2+%yV  ôv  ' 

2  xA*-\  3  ,     3A     <dA 

at        *A2+2V^~A2+ZV  dv' 

1        2dA  ÔA     n  ,.  .  .  , 

et  on  peut  écrire   «?  =  -=r,    tr s~  =  — Tm?  v  étant  le 

D         ov  ou 

poids    spécifique.      Pour   l'eau    à  4°  G.,    ou    trouve    au 

moyen    de   l'équation  (C)    de    la    première    partie    du 

mémoire 

A  =   1,32194; 
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de  plus,  à  cette  température,  v  est  égal  à  1 ,  et  en  vertu 
de  I  (11) 

bA  —   -  0,2976. 

ov 

On  en  déduit 

P  =  0,21517  ,      a2  =  0,07296  . 

Pour  la  vapeur  d'eau  l'indice  de  réfraction  A  est 
déterminé  par 

3P 

A   =    1  +  -5-  =    1,0002597. 

Pour  la  lumière  blanche  Jamin  a  trouvé  l'indice  de 
réfraction  égal  à 

1,000261, 

nombre  qui  concorde  assez  bien  avec  ce  qu'on  a  trouvé 
ci-dessus,  si  on  le  diminue  un  peu  à  cause  de  la  disper- 
sion. 

Pour  le  sulfure  de  carbone  à  20°  G.  Wùllner  a  trouvé 

ôA 

A   =    1,586424,      D  =    1,26354,      -^  =   —0,0007539, 

ÔD 

=    —0,001506. 

On  en  déduit 

P  =  0,28186  ,      a2  =  0,03578  . 

Si  nous  supposons,  comme  Ta  fait  Dulong,  que  le 
poids  spécifique  de  la  vapeur  de  sulfure  de  carbone  est 
2,644  par  rapport  à  l'air  atmosphérique,  on  peut  calculer 
son  indice  de  réfraction 

3P 

A   =    14-—=    1,001445.*  *  NOTE  24. 

Q2v 
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Dulong  a  pour  la  lumière  blanche  trouvé  l'indice  de 

réfraction 

0,00150 , 

qui  de  même  concorde  assez  bien  avec  la  valeur  cal- 
culée, car  la  correction  relative  à  la  dispersion  doit  ici 
être  beaucoup  plus  considérable  que  pour  la  vapeur  d'eau. 

On  en  peut  déduire  un  nouveau  contrôle  pour  l'ad- 
missibilité de  la  théorie,  à  savoir  que  la  valeur  calculée 
de  la  constante  a2  doit  toujours  être  positive,  aussi  bien 
pour  un  corps  simple  que  pour  un  corps  composé. 

En  général  j'ai  trouvé  cette  condition  vérifiée,  en 
particulier  par  le  calcul  des  expériences,  qui  donnent 
une  détermination  assez  exacte  de  cette  constante,  comme 
les  expériences  sur  les  indices  de  réfraction  des  corps  et 
sur  leurs  poids  spécifiques  tant  à  l'état  gazeux  qu'à 
l'état  solide  ou  liquide,  et  je  puis  expressément  faire 
observer  que  le  soufre,  le  phosphore  et  l'arsenic  ne  font 
pas  exception.  Les  nombres  très  petits  que  M.  Schrauff 
a  donnés  dans  différents  mémoires  pour  le  pouvoir  réfrin- 
gent de  ces  corps  à  l'état  gazeux  proviennent  d'une  simple 
méprise,  car  il  se  sert  par  erreur  de  leur  poids  spéci- 
fique calculé  à  0°  et  à  une  pression  de  760mm,  tandis 
que  leurs  indices  de  réfraction  ont  été  déterminés  par 
Leroux  au  point  d'ébullition.  Leroux  aussi  s'est  servi 
de  la  même  détermination  du  poids  spécifique,  mais 
seulement  pour  faire  la  comparaison  mutuelle  du  pouvoir 
réfringent  des  vapeurs  de  ces  corps. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Un  résumé  du  mémoire  se  trouve  dans 
les  Wiedemann  Ann.,  t.  XI,  p.  70 — 103.  Voir  le  supplé- 
ment au  mémoire  suivant. 

NOTE  2.    Le  tableau  de  la  p.  234  donne  A  =  3,45,  ce 

g 
qui  est  aussi  en  meilleure  concordance  avec  —  =  50,88, 

g 
car  si  l'on  pose  A  =  3,47,  on  trouvera  —  ==  50,52. 

NOTE  3.  L'explication  du  phénomène  donnée  par 
Lorenz  n'est  pas  suffisamment  claire.  Si  l'on  suppose 
que  les  franges  jaunes  aussi  bien  que  les  franges  rouges 
sont  équidistantes,  on  verra  que  la  position  de  l'un  des 
systèmes  par  rapport  à  l'autre  ne  sera  pas  changée  s'ils 
se  déplacent  tous  deux  d'une  frange  en  même  temps. 
Si  au  contraire  le  système  rouge  est  en  retard  sur  le 
système  jaune,  la  position  de  l'un  des  systèmes  variera 
relativement  à  l'autre.  Une  frange  rouge  étant  centrale, 
on  voit  que  la  frange  rouge  suivante  a  dépassé  d'un 
huitième  le  milieu  de  deux  franges  jaunes,  puis  la  sui- 
vante de  deux  huitièmes,  et  ainsi  de  suite.  Par  consé- 
quent, si  par  le  déplacement  d'une  frange  jaune  le  mouve- 
ment du  système  rouge  est  en  retard  sur  le  système 
jaune  d'un  huitième,  la  première  frange  rouge  suivante 
deviendra  centrale  par  le  déplacement  d'une  frange  jaune, 
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la  seconde  s'il  est  en  retard  de  deux  huitièmes,   et  ainsi 
de  suite. 

NOTE  4.  Le  rapport  27:32  ne  concorde  pas  avec 
le  rapport  44,24:51,16,  le  dernier  étant  à  peu  près  égal 
à  27,7:32. 

NOTE  5.  Xno  et  ÀLi  désignent  les  longueurs  d'onde 
dans  l'air,  et  on  suppose  ici  qu'elles  sont  indépendantes 
de  la  température. 

NOTE  6.  On  reconnaît,  en  comparant  les  formules, 
que  l'écart  est  0,014  ou  à  peu  près  ^. 

NOTE  7.  En  développant  les  expressions  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  x. 

NOTE  8.  On  suppose  ici  que  la  longueur  d'onde 
est  infiniment  grande  du  premier  ordre  en  comparaison 
des  périodes  des  fonctions  $t ,  $2 ,  etc. ,  et  que  par  suite 
/,  m,  n  sont  infiniment  petits  du  premier  ordre  et  de 
plus  que  k  est  du  même  ordre  que  l,  m,  n. 

NOTE  9.     On  voit  immédiatement  que 


«6 

dy 

drj2        d<p       drj2       dÇ2 
dx  "     dz'     dz       dy 

ee2    6$,     e9 

dx      dz  '     dy' 

d<p 

où  tp  est  une  fonction  périodique.  En  diflérentiant  ces 
équations  par  rapport  h  z,  a,  y  et  en  additionnant,  on 
obtient 

dx^  +  df  +  W-°'  {A} 
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Mais  (p  étant  développé  en  série  de  Fourier,  on 
peut  écrire 

<p  =  2!ApC0s(lpx-{-mp/i/-{-npZ-\-dp), 

et  en  vertu   de  l'équation  (^4)   (si   nous   supposons   que 
cette  série  peut  être  différentiée  terme  à  terme) 

Ap{ll+ml+nl)  =  0, 

et  par  conséquent  Ap  =  0.     <p   est   donc   identiquement 
égal  à  zéro,  d'où  il  suit  que 

_dk  ôF  ÔF 

**  ~~  dx  '     ^  ~~  ôy  '     Ca  ~    dz  ' 

NOTE  10.  Dans  ce  qui  suit  il  faut  remarquer  que 
le  dénominateur  v  est  une  constante. 

NOTE  11.  On  obtient  l'expression  (11)  en  regar- 
dant l'équation  (7)  comme  une  équation  de  Poisson,  où 
la  densité  en  un  point  (œ,  y,  z)  est 


4tt 


et  en  intégrant  par  parties. 


ôz^  dz 


NOTE  12.     Ici  s'est  glissée  une  faute,    qui  pourtant 
n'influe  pas  sur  les  résultats  suivants. 
On  peut  considérer 


/»7T  d 

\sai0d0\ 


25    3cos20— 1 
dco- 


ou 


r  =  Vp2+p'2—ypp'(cosecos0'+smtfsm0'cos(co  —  w')) 

comme  une  intégrale  superficielle  étendue  à  toute  la  sur- 
face d'une  sphère  dont  le  rayon  est  l'unité  et  où  sm8d0daj 
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est  un  élément  de  la  surface;  r  est  la  distance  de  deux 
points  dont  les  coordonnées  polaires  sont  p,  #,  <d  ,  p', 
6',  co.  Mais  le  système  de  coordonnées  peut  être  trans- 
formé de  manière  qu'on  prenne  pour  l'axe  fixe  la  ligne  p' 
et  comme  plan  fixe  le  plan  des  p  et  de  l'axe  des  x 
primitif. 

Si  l'on  désigne  par  p  l'angle  que  fait  p  avec  p, 
par  co1  l'angle  que  fait  le  plan  des  pp'  avec  le  plan  des 
xp\  le  nouvel  élément  de  surface  sera 


sm.fidfidwx. 

De  plus  on  aura 


r  ==  )/p*+p'*—<ïpp>zosp 
et 

cos#  =  cos^cos0'+smj"sm0'COSû>, . 

Par  suite  on  obtiendra 

•25  3  cos2  0-1 


Ssin  OdÔ\da) 


=  \sin/;d/A 


dco1  [3  (cos//  cos  d'-\-  smp  sin  b'  eosa/)2 —  1]  g 

sin^  dp  (3  cos2  ff—  1)  (3  cos2^  —  1) 

Vp+p"—  %  pp' cos  p 


Mais  si  l'on  prend  r  =  \/p2Jrp'2—  %op'  eos/z  pour  la 
variable  indépendante,  on  aura 


-r2+p2+p'2 
COS//   ==  - 


sin  ndn 

PP 


Vpp' 
rdr 


et  par  suite 
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où  \p—p'\   désigne  la  valeur  absolue  de  p — p\   r  étant 
une  quantité  positive. 
On  obtiendra  alors 


sin^  dp  (3  cos2// — 1) 


v 

Par  suite  on  aura 


5  p' 
5/>" 


selon  que  p  ^  /?'. 


*     .,/*!    3cos2#-l 


(  4tt  />'2 

^cos^'-l)^,^^ 


I/o 


4 


^(3cos20'-l)^3,  ,<,'. 


Nous  allons  maintenant  chercher  la  valeur  de  l'inté- 


grale 

iR    ri 


=  Wsin  6  ddi  dco  ~p2  (  cos2#|-  +  3cos*ff     l  \  L' 2  dÂsm  6'dd^dœ' f- 

Nous    chercherons   séparément   la   valeur   des   deux 
termes  dont  est  composé  F. 
On  aura 


\dÂsmddÀdc 

I/o      I/o  I/o 

=  Vsin^WV^A^-- 

.1         A    h  h 


p2  cos2  d-flAp'  2dp'^m  0'  dddco'  '-  \ 

-  (\f'p'2dP'+  tw)  fsin  ddd^^l 


l'O  t-'o  I/o 

ri'       /»« 


19 
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+rwWçW(f^fir(-pi,-i>^+i3) 


Le  second  terme  sera 


7V 


VHsin  ^\rfw ^  L'  3 C0S  *~  l  L'tfÀrin  ff  dtfWl 

= yatJLA^  ~  [ptyrdff.  |  *  (3  cos-y-  i)^j 

+  \smVdÀda>y£  ~  \p  Qfdp'- 1  n  (3  cos!  0'-  1)  4° 

-^r<^ç&Sfw'i'![-,P|,-ï)] 

En  additionnant  ces  expressions,  on  trouvera 

Le  dernier  terme  diffère  de  celui  de  Lorenz;  mais 
comme  il  s'évanouit  quand  R  est  choisi  suffisamment 
grand,  il  n'influera  pas  sur  le  résultat. 
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NOTE  13.     Si   l'on  introduit  les   coordonnées  sphé- 

riques,  on  aura 

x  =  p  cos#, 

y  =  p  sin  0  sin  <w , 

2!  =  ^  sin  ^  cos  a» 
et 

d  .    a  .        5.1  0        lcos*,  5 

dy  dp   l   p  66      p  sin  0  <9w 

et  par  conséquent  la  partie  de  l'intégrale  (12)  correspon- 

dante  au  terme  -j-  ^-  V —  <£'  -^-  sera,  si  l'on  pose  7—  df  -3-, 
*7zôy)  r  r  dy'  4;ry  dy' 

===      /2' 


2 


f)        1  /) 

sin2  0  sin  w  j-  4-  —  sin  6  cos  0  sin  w  -^ 

op       p  06 


-^-COS^t^- 


,-,00  ^7T  ^2- 


En  intégrant  par  parties   les  deux  derniers  termes 
par  rapport  à  6  et  à  tu,  on  aura 


l=V^ 


ft/o      I/o  I/o 


o  —  p 


dp 


sin  0  cos  0  sine» 


3 

-sin#cos#sin<w 


=  V^sm  6  dâ\d 

•Jo      I/O  I/o 


eta>sin#cos#sin 


]\P«dpLn#dJf»l 

J  »Jo  l/'o  «Jo 


A  présent  il  faut  développer 


\sin0dA 


d&>sin#cos#sinft> 
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Par  un  procédé  analogue  à  celui   qu'on  a  appliqué 
précédemment  pour  chercher  la  valeur  de 


[sin0  dâic 

Jo  *'o 


2?  3cos2/y— 1 
do) 


r 

on  trouve  que  la  valeur  de  l'intégrale  est 

4  o'2 

r7rsmd,cos(},s\r\co"—3    pour  p>p, 
o  p 

4  o2 

p-  7T  sin  ff  cos/9'sin  co  ~   pour  p<p, 

o  /> 

et  par  suite 


Mais 

Or  cette  expression  s'évanouit  si  R  croît  indéfini- 
ment, et  par  conséquent  on  a  Ç  =  0.  De  la  même 
manière  on  reconnaît  que  la  partie  de  l'intégrale  (12) 
qui  correspond  au  troisième  terme  de  (11)  est  nulle. 

NOTE  14.     Voir  le  supplément  au  mémoire  suivant. 

NOTE  15.  Les  équations  (15)  expriment  simplement 
qu'on  peut  aisément  former  une  fonction  X-^X^  X2-\- . . . 
qui  satisfait  à  l'équation  précédente,  pourvu  qu'on  sache 
former  une  fonction  satisfaisant  à  la  première  équa- 
tion (15).  On  voit  aisément  que  les  fonctions  X4  et  X5 
sont  formées  en  remplaçant,  dans  les  expressions  de  X2 
et  X3,  X[  par  X[,  etc. 
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NOTE  16.  Les  angles  en  question  ne  déterminent 
que  la  position  de  l'axe  des  a?,  mais  non  la  position  de 
la  molécule. 

NOTE  17.     Les  opérations 

6<p  d       dcp  6     ,d<p  d 
dx  dy      dy  dy      dz  dz 
et 

JL-L  —  -X-  — 

ôxÀ'df^Ôz2 

sont  indépendantes  de  la  direction  du  système  de   coor- 
données, pourvu  qu'il  soit  rectangulaire. 

NOTE  18.  On  ne  sait  pas  si  l'on  peut  en  réalité 
trouver  un  tel  point. 

NOTE  19.  On  ne  peut  pas  choisir  la  position  du 
système  de  coordonnées  de  la  manière  indiquée  dans  le 
texte;  car  on  introduit  de  cette  manière  une  nouvelle 
hypothèse  sur  la  disposition  des  molécules. 

On  doit  donc  dans  l'expression 


4tt 


smd'dd\~J'X' 


remplacer  A'X'  par  la  moyenne  de  toutes  les  valeurs 
qu'on  obtient  en  faisant  tourner  la  molécule  autour  de 
la  ligne  OP\   c'est-à-dire  qu'on  doit  remplacer  J'X'  par 

1  c27r 
^-XJ'X'dco" ,    co"    étant   l'angle    que   fait   le    plan   (a'b') 

avec  le  plan  des  (xy).     De  cette  manière  on  obtient 


^\dco''AX'  =  J'A'cost? 
en  vertu  de  l'équation 
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X  =  ^'cos^  +  Fsin^cosû>"+C'sin^sinûi", 

et  la  moyenne  de  -  A'X  pour  toutes  les  positions  de  la 
molécule  sera 


De  plus  on  a  remplacé  X1  par  sa  moyenne  au  lieu 
de  chercher  la  moyenne  de  — l . 

NOTE  20.  On  obtient  l'expression  qui  suit  en  dé- 
veloppant comme  à  l'ordinaire  en  une  série  de  fonctions 
sphériques. 

Si  la  fonction  sphérique  P„  d'ordre  n  est  définie  par 

l'équation 

1     *(*■-!)■ 
rn[X)—   ^nnl        dxn       , 


l'équation  peut  s'écrire 

1  r~  c27r     1  1 

MsmS'deidco'— ,  =  — , 
kn\  \     rr       rxrx 

NOTE  21.     Si  l'on  pose 


1  D„ *a»ÏÏ  -1         1     ,   rP.jcosr')      <TP2(cosr') 

3.f?r:a  5-rV3 


r  =  W+/+**»     r'  —  l/;z"2+*/"2+z"2, 
xx"4-yy"+zz" 

cosn  =  —    ^       -' 

on  voit  immédiatement  que 

â  _!  __  cosri    _  fiÇcosn) 


-J_        3(cos2ri-l)        2.3.P2(cosri) 
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Il  faut  démontrer  que 


^"rr'_  1        Pn  (cosn) 


2rc+l!         2n+  1  ï*+1r'»+1  ' 
Or,  si  nous  posons 

/•(cosr1) 
«^  —        î — 

où  /*  est  une  fonction  arbitraire,  nous  aurons 

i  f"  (cos  ^)  cos  yx  (cos2^-  1)  -/*  (cos  ^)  (2  n  (1  -  cos2^)  - 1  -  cos2^)  \ 
_    \+ n2f  (œsri)cosTl J 

"nV6)  rn+[  rtn+l 

Si  nous  posons 

f(cosri)  =   Cn_iP„_i(C0S^), 
où  C„_i  est  une  constante,  nous  obtiendrons 

__  (2w— l)[n/,(cosri)cosri— /"(cos^Cl  — cosVJ], 

"wV^  "  rn+ir>n+l  ' 

si  nous  remarquons  qu'alors 

{\  —  x2)f\x)  —  ^xf{x)  +  n(n—\)f{x)  =  0, 
et  si  nous  nous  rappelons  que 

nous  aurons 

(2n-l)C„_t[(2n-l)Pn_t(cosri)cosr-(n-l)Pn_2(cosri)] 

(2  n  -  1)  n  Cn-jPn  (cos  n) 

Si  l'on  pose 

2/?  — 2! 
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on  aura 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

NOTE  22.     Dans  l'équation 

a2  ne  peut  pas  avoir  la  valeur  indiquée 

mais    on    voit   qu'il    aura    approximativement   la   valeur 

constante 

1 


s2 


(m2+^2+/)3 


NOTE  23.  Pour  les  liquides  et  les  gaz,  A  diffère 
très  peu  de  1.  Si  l'on  pose  A  =  l  +  «,  on  peut  donc 
négliger  les  puissances  supérieures  de  a,  et  comme  v  est 

Fa2 
très  grand,  on  peut  négliger  le  terme r . 

NOTE  24.  Le  mémoire  ne  dit  pas  à  quelle  tempé- 
rature doit  être  le  sulfure  de  carbone;  mais  on  obtient 
le  nombre  donné  dans  le  mémoire,  si  l'on  suppose  que 
la    température    est   0°    et   que    la    densité    de  l'air  est 

0,0012927. 


RECHERCHES  EXPERIMENTALES  ET  THEORIQUES 


SUR 


LES   INDICES   DE    REFRACTION. 

(DEUXIÈME    MÉMOIRE.) 


RECHERCHES  EXPERIMENTALES  ET  THEORIQUES 
SUR  LES  INDICES  DE  RÉFRACTION. 

VIDENSK.  SELSK.  SKR.    T.  X  (5)  1875.*  *  NOTE  1. 

Je  m'étais  proposé  dans  nies  recherches  antérieures 
(Vidsk.  Selsk.  Skr.  VIII  (5),  mémoire  précédent  d'obtenir 
par  l'étude  des  indices  de  réfraction  et  de  la  dispersion 
une  connaissance  plus  approfondie  de  la  constitution  molé- 
culaire des  corps.  C'est  le  même  objet  que  j'ai  encore 
en  vue  dans  les  présentes  recherches,  dont  le  but  prin- 
cipal est  de  déterminer  l'influence  de  la  température  et 
de  l'état  physique  sur  la  réfraction  et  la  dispersion. 

Pour  déterminer  la  réfraction  des  gaz  et  des  vapeurs, 
je  me  suis  servi  de  la  méthode  des  interférences  de  la 
même  manière  que  je  l'ai  fait  dans  mes  précédentes 
mesures  des  indices  de  réfraction  de  l'eau  à  différentes 
températures.  Ici  encore  la  source  de  lumière  a  été  un 
bec  de  Bunsen,  dont  la  flamme  était  colorée  en  rouge 
et  en  jaune  par  une  mèche  d'amiante  placée  dans  une 
dissolution  de  chlorure  de  lithium  additionnée  d'une 
petite  quantité  de  chlorure  de  sodium.  Gomme  miroirs 
interférents  j'ai  employé  les  mêmes  cubes  de  verre  et 
la  même  disposition  que  dans  les  précédentes  recher- 
ches; seulement  ces  cubes  étaient  placés  à  une  plus 
grande  distance  l'un  de  l'autre,  à  savoir  lra,5,  pendant  que 
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la  distance  de  la  source  de  lumière  au  cube  le  plus  voisin 
était  de  0m,5.  En  même  temps  les  cubes  avaient  été 
couverts  d'ouate  et  la  face  antérieure  réfléchissante  abritée 
par  une  pièce  de  carton,  qui  recouvrait  le  milieu  de  la 
surface.  Toutes  ces  précautions  étaient  destinées  à  éviter 
les  erreurs  qui  pouvaient  provenir  des  variations  de  la 
température  du  verre  pendant  la  durée  des  expériences. 
Les  deux  faisceaux  de  rayons  lumineux  réfléchis  par 
le  premier  cube  passaient,  séparés  par  un  intervalle  de 
près  de  28,nm,  par  l'appareil  que  représente  la  figure,  et 
qui  était  soutenu  par  un  support  de  bois  vernis  et  placé 
entre  les  deux  cubes   à   égale  distance  de  chacun  d'eux. 


Fig.  5. 


La  partie  intérieure  de  l'appareil  se  compose  d'un 
réservoir  cylindrique  A,  par  où  passe  un  tube  cylindrique  B. 
A  chaque  extrémité  du  réservoir  se  trouvent  deux  ouver- 
tures circulaires,  dont  l'une  conduit  au  réservoir,  l'autre 
au  tube  B.  Ces  ouvertures  sont  fermées  par  deux 
plaques  de  cristal  C  et  C\  et  une  plaque  de  caoutchouc 
très  mince  et  taillée  en  forme  de  8  est  placée  entre 
chaque  verre  et  la  plaque  terminale  du  cylindre.  Les 
plaques  de  verre  sont  fortement  serrées  contre  celles-ci 
au  moyen  de  tubes  D  et  D',  munis  d'un  collier  extérieur 
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qui  peut  être  serré  contre  le  cylindre  au  moyen  de  vis. 
Les  extrémités  de  ces  deux  tubes  sont  en  partie  recou- 
vertes par  deux  disques  de  carton  portant  des  coupures 
pour  laisser  passer  les  deux  faisceaux  lumineux,  qui 
devaient  passer  par  ces  coupures  et  par  les  ouver- 
tures circulaires  conduisant  au  réservoir  et  au  tube  B. 
Le  réservoir  intérieur  est  entouré  extérieurement  d'un 
cylindre  EE,  fermé  et  destiné  à  contenir  un  courant 
d'eau  ou  de  vapeur,  qui  entre  par  F  et  sort  par  F'. 
Pour  faire  circuler  ce  courant  sur  toute  la  surface  du 
cylindre  intérieur,  l'intervalle  entre  les  deux  cylindres  est 
divisé  par  des  parois  percées  de  trous  et  placées  alter- 
nativement en  haut  et  en  bas.  (Dans  la  figure,  qui 
représente  l'appareil  vu  d'en  haut,  ces  trous  sont  placés 
sur  les  côtés).  Deux  tubes  G  et  G'  fermés  par  des 
robinets  sortent  du  réservoir  intérieur. 

La  distance  des  deux  plaques  de  verre  était  de 
314mm,52  à  3°  G.,  et  le  volume  du  réservoir  intérieur 
était  à  8Û  G.  de  1823cc,6. 

Les  rayons  de  la  source  de  lumière *,  qui  étaient 
réfléchis  par  la  face  antérieure  du  premier  cube,  arri- 
vaient par  le  tube  B  à  l'autre  cube,  où  ils  étaient  réflé- 
chis par  la  surface  postérieure,  qui  était  argentée.  Au 
contraire  les  rayons  réfractés  par  le  premier  cube  et 
réfléchis  par  sa  face  postérieure  passaient  par  le  reser- 


*  Outre  la  flamme  de  Na-Li.  on  a  encore  essayé  de  se  servir 
comme  source  de  lumière  d'un  tube  de  Geissler  rempli  d'hydro- 
gène, qui  fut  disposé  verticalement  à  la  place  de  la  flamme. 
J'ai  obtenu  de  cette  manière  des  franges  d'interférence  rouges 
et  bleues  assez  nettes,  mais  elles  n'étaient  pourtant  pas  aussi 
distinctes  que  les  franges  rouges  et  jaunes  de  la  flamme;  et 
comme  les  mesures  faites  avec  les  premières  franges  fatiguaient 
beaucoup  la  vue,  je  me  suis  borné  aux  dernières. 
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voir  A  pour  arriver  à  l'autre  cube.  Ils  étaient  réfléchis 
par  la  face  antérieure  de  ce  dernier,  puis  se  combinaient 
avec  l'autre  faisceau.  Les  franges  rouges  et  jaunes 
produites  par  l'interférence  de  ces  deux  faisceaux  furent 
observées  comme  dans  mes  précédentes  expériences  au 
moyen  de  deux  lentilles  convergentes  munies  d'un  ré- 
ticule. 

On  commença  les  expériences  avec  cet  appareil 
soit  après  avoir  fait  le  vide  dans  le  réservoir  intérieur  en 
laissant  de  nouveau  rentrer  l'air  et  en  comptant  le  nombre 
de  franges  qui  pendant  l'afflux  de  l'air  passaient  devant 
le  réticule,  jusqu'à  ce  que  la  pression  de  l'air  dans  le 
réservoir  fût  devenue  égale  à  la  pression  extérieure;  soit 
en  commençant  de  compter  pendant  que  le  réservoir 
était  plein  d'air  et  en  continuant  jusqu'à  ce  qu'on  eût 
fait  le  vide.  Le  réservoir  intérieur  était  par  le  tube  G 
en  communication  avec  une  machine  pneumatique  de 
Geissler,  et  par  le  tube  G'  soit  avec  l'air  extérieur,  soit 
avec  le  réservoir  qui  contenait  le  gaz  à  étudier.  Il  va 
sans  dire  que  je  me  suis  convaincu  avant  chaque  ex- 
périence que  les  franges  étaient  complètement  immobiles 
lorsque  les  robinets  du  réservoir  intérieur  étaient  fer- 
més. En  réalité  il  ne  se  présenta  aucune  difficulté 
ni  par  le  fait  des  robinets  ni  par  celui  des  verres  C  et 
C",  s'ils  étaient  appliqués  avec  soin,  de  manière  à  fermer 
hermétiquement  le  réservoir  intérieur  aussi  bien  que  le 
tube  B,  où  était  renfermé  de  l'air  atmosphérique. 

Pendant  toute  la  durée  de  l'expérience  on  a  fait 
circuler  de  l'eau,  qui  avait  la  température  de  l'air  am- 
biant, par  le  réservoir  extérieur  E.  On  a  mesuré  la 
température  de  l'eau  à  l'entrée  et  à  la  sortie  au  moyen 
de  deux  thermomètres. 
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On  a  au  contraire  chauffé  l'appareil  pour  presque 
toutes  les  expériences  faites  avec  les  vapeurs  de  diffé- 
rents liquides  volatils  et  pour  quelques  expériences  sur 
l'air  atmosphérique,  en  amenant  de  la  vapeur  d'eau  par 
le  réservoir  extérieur.  On  n'a  commencé  l'expérience 
qu'après  avoir  fait  circuler  assez  longtemps  la  vapeur 
d'eau  par  le  conduit  extérieur  et  par  le  tube  de  dériva- 
tion F,  d'où  la  vapeur  était  amenée  dans  de  l'eau  froide 
pour  être  condensée. 

Le  liquide  dont  on  voulait  examiner  la  vapeur  était 
renfermé  dans  une  petite  cucurbite,  qui  était  composée 
d'un  tube  de  verre  terminé  par  une  boule  et  muni 
d'un  robinet. 

Le  volume  de  la  cucurbite  jusqu'au  robinet  était  de 
18CC,181.  Après  avoir  en  partie  rempli  la  cucurbite  de 
liquide,  on  l'a  pesée,  puis  on  l'a  reliée,  à  robinet  fermé, 
avec  le  réservoir  intérieur  de  l'appareil  au  moyen  d'un 
bouchon  de  caoutchouc,  qu'on  pouvait  faire  entrer  dans 
l'élargissement  de  G'  de  manière  à  fermer  le  passage  à  l'air. 
Ensuite  on  a  ouvert  le  robinet  de  métal  G'  du  réservoir, 
après  avoir  auparavant  épuisé  l'air,  pendant  qu'on  ob- 
servait les  franges.  Après  s'être  de  cette  manière  con- 
vaincu que  le  conduit  de  la  cucurbite  était  bien  fermé 
et  imperméable  à  l'air,  ce  qu'on  pouvait  conclure  de 
l'immobilité  des  franges,  on  a  refermé  le  robinet  de  métal 
et  ouvert  le  robinet  de  verre.  Puis  on  a  de  nouveau 
ouvert  le  robinet  de  métal  avec  précaution,  en  observant 
toujours  les  franges  pendant  que  la  vapeur  entrait  dans 
le  réservoir  intérieur.  La  cucurbite  a  en  même  temps 
été  chauffée  plus  ou  moins  par  la  vapeur  de  retour, 
qui  de  F'  était  amenée  dans  un  vase  plein  d'eau  en- 
tourant la   cucurbite,    et    de   cette   manière   on   a   réglé 
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l'évaporation  du  liquide  et  en  même  temps  la  vitesse  du 
déplacement  des  franges.  Après  avoir  fait  passer  un 
certain  nombre  de  franges  devant  le  réticule,  et  quand 
le  mouvement  des  franges  était  devenu  sensiblement 
plus  lent,  on  a  fermé  le  robinet  de  métal  G'  et  ouvert 
le  robinet  G,  par  où  la  vapeur  s'est  échappée  du  réser- 
voir dans  le  conduit  menant  à  la  machine  pneumatique, 
où  elle  a  été  condensée  dans  un  réservoir  entouré 
d'un  mélange  réfrigérant  composé  de  glace  et  de  sel 
marin.  Puis  on  a  de  nouveau  fermé  le  robinet  G.  La 
vapeur  entra  de  nouveau  de  la  cucurbite  dans  le  réser- 
voir intérieur  et  on  observa  le  déplacement  des  franges. 
On  continua  ainsi  plusieurs  fois  jusqu'à  ce  qu'on  eût 
compté  un  assez  grand  nombre  de  franges,  et  enfin  on 
ferma  le  robinet  de  la  cucurbite,  qui  fut  retirée  de 
l'appareil  et  pesée  après  avoir  été  refroidie.  En  général 
on  a  ouvert  le  robinet  un  instant  avant  la  pesée,  car  on 
a  préféré  introduire,  pour  l'air  qui  était  entré  dans  la 
cucurbite,  une  correction  dans  les  calculs,  au  lieu  de  se 
fier  à  ce  que  le  robinet  fût  toujours  complètement  im- 
perméable à  l'air  pendant  le  refroidissement,  ce  qui 
n'était  pas  toujours  le  cas,  comme  les  premières  expé- 
riences le  firent  voir. 

On  a  en  même  temps  observé  le  déplacement  des 
franges  jaunes  et  rouges,  ce  qui  a  beaucoup  facilité  le 
contrôle  du  dénombrement.  Au  commencement  on  a 
généralement  réglé  les  franges  de  telle  manière  que  le 
réticule  passât  par  le  milieu  d'une  frange  rouge,  qui  elle- 
même  était  exactement  située  au  milieu  de  deux  franges 
jaunes. 

Quelques  franges  ayant  passé  devant  le  réticule,  la 
frange  rouge  fut  couverte  par  une  frange  jaune,   puis  la 
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frange  rouge  a  reparu.  A  un  déplacement  de  huit 
franges  jaunes  correspondait  celui  de  sept  franges  rouges; 
en  comptant  un  assez  grand  nombre  de  déplacements  et 
en  observant  à  quel  moment  une  frange  rouge  reparais- 
sait au  milieu  de  deux  franges  jaunes,  on  peut  avec  une 
très  grande  précision  déterminer  le  rapport  du  nombre 
des  franges  rouges  et  jaunes  déplacées  en  même  temps. 
Les  calculs  de  ces  expériences  ont  été  faits  de  la 
manière  suivante.  Soient  L  la  distance  des  deux  plaques 
de  verre  C  et  C",  lNa  la  longueur  d'onde  de  la  raie  du 
sodium  dans  le  vide,  SNa  le  nombre  des  franges  jaunes 
qui  passent  devant  le  réticule  pendant  que  l'indice  de 
réfraction  de  l'air  ou  de  la  vapeur  amenée  dans  le  réser- 
voir intérieur  vide  d'air  a  pour  valeur  nNa;   on  aura 

L(nNa — 1)  =  lNaSNa.  (1) 

La  longueur  du  cylindre  intérieur,  mesurée  au  cathé- 
tomètre,  était  à  0°  G.  de  313mm,72,  ce  qui  correspond  à 
314mm,30  à  98°  G.,  température  qui  était  vraisemblable- 
ment celle  du  cylindre  quand  il  était  chauffé  par  la 
vapeur  d'eau.  L'épaisseur  des  deux  plaques  minces  de 
caoutchouc,  qui  étaient  fortement  comprimées,  était  au 
total  de  0mm,8  à  la  température  ordinaire  et  de  0mm,4 
à  98°  G.     Par  conséquent  on  a  en  millimètres 

L  =  314,52  à  0°  G.    et    314,70  à  98°  G. 

De  plus,  d'après  Angstrôm,  les  longueurs  d'onde  des 
deux  raies  de  Na  sont,  en  dix  millionièmes  de  milli- 
mètre, 5889  et  5895,  dont  la  moyenne  est  5892.  En 
réduisant  au  vide,  on  aura  donc  en  millimètres 

lNa  =  0,00058937  *,  *  NOTE  2. 

20 
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d'où  il  suit  qu'on  aura  pour  les  expériences  à  des  tempé- 
ratures peu  élevées 

,  0,00058937  0  _, 

nNu—\   —       31452     SNa  =  0,0000018739  SNa.         (2) 

Cette  formule  s'applique  immédiatement  aux  expé- 
riences sur  les  gaz,  car  elle  détermine  leurs  indices  de 
réfraction  pour  la  lumière  jaune  correspondant  à  la 
pression  et  à  la  température  qu'a  le  gaz  amené  dans  le 
réservoir,  quand  on  cesse  de  compter. 

On  a  de  plus,  en  se  servant  de  notations  analogues 
pour  la  lumière  rouge  de  Li, 

njA^X        lu  .Su  _   M8953.|i)  (3) 

où  le  rapport  de  deux  longueurs  d'onde  est  le  nombre 
trouvé  par  M.  le  Dr  Ketteler. 

Pour  faciliter  le  calcul  des  expériences  de  la  ré- 
fraction de  la  vapeur,  on  peut  écrire  l'équation  (1)  sous 
la  forme 

L(nNa — 1)  __  lNa SNa 
D        ~~     D     ' 

où  D  est  le  poids  spécifique  de  la  vapeur  correspondant 
à  l'indice  de  réfraction  nNa  pour  la  lumière  jaune.  On  a 
déterminé  par  les  expériences  le  nombre  SNa  de  franges 
jaunes  déplacées  par  un  certain  poids  G  de  vapeur.  Si 
le  volume  du  réservoir  intérieur  est  V  et  s'il  est  mesuré 

en  centimètres  cubes,  le  poids  G  étant  évalué  en  grammes, 

C  9 

on  aura  D  =  -Tr.     Si  l'on  pose  -4^  =   si/a,    ^r«    étant 

V  (x 

le  nombre  de  franges  déplacées  par  chaque  gramme 
de    vapeur    amené    dans    le    réservoir ,    on    obtiendra 
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l'équation 

—Q-    =-L'V'SNa.  (4) 

En  pesant  l'eau  que  peut  contenir  le  réservoir  inté- 
rieur, on  a  trouvé  que  son  volume  est  1823cc,6  à  8°  G., 
ce  qui  donnera  à  98°  G. 

V  =  1832,8. 

Si  l'on  introduit  dans  l'équation  ci-dessus  la  valeur 
correspondante  de  L,  à  savoir  L  =  314,70,  on  obtiendra 
pour  les  expériences  en  question 

^.L1  =  0,0034325-  sNa.  (5) 

On  aura  donc  pour  les  vapeurs  le  rapport  de  nNa  —  1 
au  poids  spécifique  correspondant  en  multipliant  par  le 
nombre  ci-dessus  le  nombre  de  franges  déplacées  par 
l'évaporation  d'un' gramme  du  liquide.  Gomme  ce  rapport 
est  sensiblement  constant  pour  toutes  les  valeurs  de  n 
et  de  D,  c'est  précisément  la  quantité  qu'il  s'agit  avant 
tout  de  déterminer  immédiatement  par  des  expériences, 
et  c'est  pour  atteindre  ce  but  que  les  expériences  ont 
été  disposées  et  l'appareil  construit  de  la  manière  qu'on 
a  dite. 

Pour  les  vapeurs  assez  peu  nombreuses  dont  on  a 
jusqu'ici  étudié  la  réfraction,  on  a  toujours  cherché  à 
déterminer  l'indice  de  réfraction  correspondant  à  une 
pression  constante  et  à  une  température  constante;  mais 
il  est  bien  connu,  comme  l'a  déjà  trouvé  Dulong,  que 
le  rapport  de  n—i  à  la  pression  n'est  pas  constant 
à  cause  de  l'écart  de  la  pression  de  la  vapeur  par  rap- 
port à  la  loi  de  Mariotte.     Il  est  donc  nécessaire,    pour 

20* 
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trouver  la  constante  de  réfraction  citée  ci-dessus,  con- 
stante qui  est  caractéristique  pour  la  vapeur  en  question, 
d'invoquer  d'autres  expériences,  à  savoir  celles  qui  font 
connaître  le  rapport  de  la  pression  des  vapeurs  à  leur 
poids  spécifique  à  la  température  considérée,  et  de  cette 
manière  on  introduira  dans  les  résultats  de  nouvelles 
sources  d'erreur. 

Enfin  on  a  aussi  mesuré  l'indice  de  réfraction  et  le 
poids  spécifique,  à  différentes  températures,  des  liquides 
pour  lesquels  on  avait  déterminé  la  réfraction  de  la 
vapeur  de  la  manière  décrite  ci-dessus.  Pour  atteindre 
ce  but,  on  s'est  servi  d'un  prisme  creux  taillé  dans  une 
pièce  de  verre  perforée  d'un  trou  cylindrique,  qui  pou- 
vait être  fermé  par  deux  verres  plans  à  faces  parallèles. 
Ceux-ci  pouvaient  adhérer  au  prisme  par  simple  adhésion, 
mais  ils  y  furent  encore  fixés  par  deux  bandes  de  caout- 
chouc, qui  étaient  liées  à  un  anneau  de  métal  entourant 
les  verres.  On  pouvait  remplir  l'intérieur  du  prisme  par 
un  trou  pratiqué  en  dessus,  dans  lequel  était  placé  pen- 
dant la  durée  des  expériences  un  petit  thermomètre 
divisé  en  cinquièmes  de  degré  et  qui  bouchait  le  trou. 

Pour  faire  les  mesures,  on  s'est  servi  d'une  théodolite 
optique  d'assez  grandes  dimensions  fabriqué  par  M.  le  prof. 
Jûnger,  et  qui  était,  comme  le  spectromètre  de  Meyer- 
stein,  muni  d'un  collimateur  et  d'une  lunette  à  observa- 
tion. Le  cercle  à  mesure  était  divisé  en  douzièmes  de 
degré  et  au  moyen  de  deux  microscopes  on  pouvait 
lire  directement  deux  secondes.  Une  tablette  sur  laquelle 
était  placée  le  prisme,  et  munie  de  vis  calantes,  était 
placée  au  milieu  du  cercle  de  telle  manière  qu'on  ne 
pouvait  pas  sans  difficulté  faire  tourner  cette  tablette  in- 
dépendamment du  cercle  divisé.     Le  cercle  et  la  lunette 
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pouvaient  au  contraire  tourner  ou  conjointement  ou 
séparément. 

La  méthode  dont  on  s'est  servi  pour  faire  des  ob- 
servations avec  cet  appareil  différait  de  celle  qu'on  a 
appliquée  presque  exclusivement  jusqu'ici  pour  faire  des 
mesures  exactes  et  dont  le  but  est  de  déterminer  la 
déviation  minima.  Le  but  des  mesures,  dans  mes  ex- 
périences, était  au  contraire  de  déterminer  V angle  dont  il 
fallait  faire  tourner  le  prisme  -pour  obtenir  la  déviation 
donnée.  Cet  angle,  joint  à  l'angle  réfringent  du  prisme 
et  à  la  déviation  constante,  fournit  les  données  néces- 
saires pour  calculer  l'indice  de  réfraction  relatif  à  la 
longueur  d'onde  observée.  Après  avoir  exécuté  de  nom- 
breuses mesures  par  ce  procédé  auquel  m'a  conduit  la 
construction  même  de  l'appareil,  je  veux  dire  la  connexion 
fixe  de  la  tablette  qui  porte  le  prisme  et  du  cercle  divisé, 
je  peux  recommander  la  méthode  comme  exacte  et 
propre  à  l'exécution  pratique. 

Soient  n  l'indice  de  réfraction  du  prisme,  corres- 
pondant à  une  certaine  longueur  d'onde,  i  et  \  les 
angles  d'incidence  et  de  réfraction  du  rayon  incident, 
i\  et  i'  ceux  du  rayon  émergent;  on  aura 

et     sin  i'  =  n  sin  i\ , 


d'où  l'on  peut  déduire 


sin  -g-  cos  -|~  =  n  sm-^— a  cos  -i-g-J l , 

i-\-i'    .    i — i'  K-\- i[  •    i  —  i\ 

cos^-  sm-f-  =  wcos-^-g-3 -sin -*-£-; l. 

Si  de  plus  on  appelle  1p  l'angle  réfringent  du  prisme, 
2  a  la  déviation,  c'est-à-dire  l'angle  constant  que  fait  le 
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rayon  émergent  avec  le  rayon  incident,  et  enfin  26  l'angle 
dont  il  faut  faire  tourner  le  prisme  pour  produire  de 
nouveau  la  même  déviation,  on  aura 

i+it  =  2(a+p),    *;+;;  =  2jp,     i-ï  =  +  26. 

Les  deux  équations  précédentes  peuvent  alors  s'écrire 

sin(a-j-p)cos6  =  ns\npcos-~~, 

i j» 

4:cos(a+^)sinè  —  ncos^sin  l  ~   x 

Si  l'on  élimine  i  —  i[  et  si  l'on  pose  pour  abréger 

*™£±Pl  _  w„,  (6) 

sin^? 


il  viendra 


f-^-W-1)  ""■!?.  (7) 

cos 7>  v  7 


Ces  deux  équations  servent  au  calcul  de  n2  après 
qu'on  a  déterminé  par  des  expériences  les  trois  angles 
p,  a  et  6.  La  dernière  équation  fait  voir  que  n0  est 
l'indice  de  réfraction  correspondant  à  l'onde  pour  la- 
quelle 6  =  0,  et  pour  laquelle  la  déviation  constante 
est  par  conséquent  la  déviation  minima.  La  position 
correspondante  du  prisme  est  sa  position  moyenne  pour 
la  même  déviation  constante  dans  chaque  série  d'expé- 
riences sur  différentes  longueurs  d'onde  ;  car  l'équation  (7) 
montre  que  b  et  — b  donnent  à  n  la  même  valeur,  par 
où  l'on  voit  qu'en  faisant  tourner  le  prisme  de  l'angle 
26,  on  l'a  fait  tourner  de  l'angle  b  de  part  et  d'autre 
de  ladite  position  moyenne.  Par  conséquent,  si  l'on  a 
lu  sur  le  cercle  divisé  pour  la  même  raie  spectrale  les 
deux  angles  a  et  at  correspondant  à  la  déviation  donnée, 
c'est  qu'on  a  fait  tourner  le  prisme  de  26  =  4:(a  — aj, 
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et  l'angle  — '— ■  du  cercle  divisé  correspond  à  la  position 
moyenne.  Si  de  plus  les  angles  mesurés  pour  une  autre 
raie  du  spectre  sont  fi  et  fi1,  la  position  moyenne  corres- 
pond à  "t"  -  .  H  suit  de  là  que  a  +  ax  =  fi  +  fit ,  et 
ainsi  de  suite  pour  toutes  les  longueurs  d'onde  observées. 
Ces  relations  entre  les  angles  observés  fournissent  un 
fort  bon  contrôle  de  l'exactitude  des  mesures. 

La  localité  où  ont  été  faites  les  expériences  était  le 
château  de  Frederiksberg  situé  sur  une  colline  assez 
élevée;  l'appareil  était  placé  de  manière  qu'on  pût  ob- 
server à  l'aide  de  la  lunette  l'horizon  distant  de  plusieurs 
milles  géographiques.  Après  avoir  placé  l'axe  de  rotation 
en  position  verticale,  on  dirigea  vers  l'horizon  la  lunette 
mobile  autour  d'un  axe  horizontal  et  l'on  visa  précisément 
les  objets  les  plus  distants.  La  lunette  fut  ensuite  tournée 
vers  le  tube  du  collimateur,  et  la  moitié  supérieure  de 
sa  fente  éclairée  fut  couverte  d'un  diaphragme,  de  manière 
que  la  fente  vue  par  la  lunette  ne  s'étendît  que  jusqu'au 
fil  horizontal  du  réticule  qu'elle  touchait  tout  juste;  de 
plus  le  tube  de  glissement  du  collimateur  fut  réglé  de 
manière  à  viser  nettement  la  fente. 

Quand  on  avait  versé  dans  l'intérieur  du  prisme  le 
liquide  dont  on  devait  mesurer  l'indice  de  réfraction, 
on  a  toujours  mesuré  l'angle  réfringent.  La  lunette  fut 
dirigée  vers  le  croisillon  d'une  fenêtre  d'un  bâtiment 
situé  à  grande  distance,  le  prisme  fut  placé  sur  la  tablette 
de  l'appareil  et  la  lunette  fut  tournée  jusqu'à  ce  qu'on 
vît  dans  le  champ  l'image  du  croisillon  réfléchie  par  une 
des  surfaces  du  prisme.  Ensuite  on  réglait  le  prisme  au 
moyen  des  vis  calantes  de  la  tablette,  on  fixait  la  lunette, 
puis   on  faisait  tourner   la   tablette    et   le    cercle    divisé 
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jusqu'à  ce  qu'on  vît  l'image  réfléchie  par  l'autre  face 
du  prisme,  on  réglait  de  nouveau  la  position  de  la  tablette 
au  moyen  des  vis  calantes,  et  on  continuait  de  cette 
manière  jusqu'à  ce  qu'on  vît  précisément  les  deux  images 
de  la  mire  coïncider  avec  le  réticule.  L'arête  réfringente 
était  alors  verticale  et  on  mesurait  exactement  l'angle 
réfringent  au  moyen  du  cercle  divisé. 

Gomme  source  de  lumière  on  s'est  servi  en  même 
temps  de  la  flamme  de  Li-Na  et  d'un  tube  de  Geissler 
à  hydrogène,  qui  était  placé  entre  la  flamme  et  la  fente 
du  tube  du  collimateur.  Quand  la  lumière  qui  en  sor- 
tait était  observée  par  la  lunette  après  s'être  réfractée, 
on  voyait  généralement  cinq  raies  lumineuses  verti- 
cales. .On  ne  s'est  pourtant  en  général  servi  que  de 
quatre  d'entre  elles,  car  la  raie  violette  de  l'hydrogène 
n'était  généralement  pas  assez  brillante.  La  lunette  fut 
tournée  autour  de  son  axe  horizontal  de  manière  que 
les  raies  touchassent  précisément  le  fil  horizontal,  et  on  la 
régla  par  une  rotation  de  l'appareil  autour  de  l'axe  ver- 
tical, de  manière  qu'un  rayon  lumineux  de  réfrangibilité 
un  peu  plus  grande  que  celle  de  la  raie  F  de  la  flamme 
de  l'hydrogène  éprouvât  une  déviation  minima  dans  la 
direction  de  l'axe  de  la  lunette.  En  faisant  tourner  le 
prisme  et  le  cercle  divisé,  les  quatre  raies  passèrent 
successivement  deux  fois  devant  le  réticule. 

Après  avoir  observé  le  thermomètre  dans  le  prisme, 
on  a  fait  tourner  le  cercle  divisé  de  manière  à  faire  passer 
les  raies  devant  le  réticule  en  général  dans  l'ordre  Li, 
Ha,  Na,  Ho;  Ho,  Na,  Ha,  Li,  et  on  a  lu  les  huit  angles 
correspondants.  Puis  on  a  de  nouveau  observé  le  thermo- 
mètre. On  a  enlevé  le  prisme,  fixé  le  cercle  divisé,  lu 
l'angle  et  ramené  la  lunette  dans  la   direction  du   colli- 
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mateur  de  manière  à  pouvoir  observer  sa  fente  dans  le 
réticule  de  la  lunette. 

Par  cette  observation  on  a  déterminé  la  déviation 
constante  pendant  l'expérience,  et  l'expérience  était  alors 
terminée. 

Ce  qui  a  produit  la  plupart  des  erreurs  c'est  la 
variation  de  la  température;  c'est  pourquoi  on  a  rejeté 
les  expériences  où  cette  variation  surpassait  quelques 
dixièmes  de  degré.  Pour  avoir  des  mesures  d'indices  de 
réfraction  à.  différentes  températures,  on  fit  des  expériences 
en  différentes  saisons.  En  ce  qui  concerne  la  critique 
de  l'exactitude  des  résultats,  je  renverrai  à  la  détermina- 
tion de  l'indice  de  réfraction  de  l'éther  éthylique,  pour 
lequel  j'ai  exécuté  les  calculs  de  manière  qu'ils  peuvent 
en  même  temps,  en  vertu  de  la  dispersion  régulière  du 
corps,  servir  de  contrôle  de  l'exactitude  des  résultats. 

Enfin  on  a  encore  déterminé  le  poids  spécifique,  à 
différentes  températures,  des  mêmes  corps  dont  on  avait 
mesuré  l'indice  de  réfraction.  La  détermination  du  poids 
spécifique  a  été  faite  en  général  par  la  pesée  d'un  corps 
(un  poids  doré  de  20  gr.)  suspendu  à  un  fil  de  platine 
(0mm,06  d'épaisseur),  et  qu'on  a  plongé  dans  le  liquide.  Ces 
expériences  n'ont  été  faites,  comme  les  expériences  men- 
tionnées ci-dessus,  qu'à  la  température  de  l'air  ambiant. 

Toutes  les  substances  dont  je  me  suis  servi  provien- 
nent du  laboratoire  de  l'Université  et  m'ont  été  fournies 
par  M.  le  Dr  Topsoe,  à  qui  j'exprime  ici  les  remercie- 
ments qui  lui  sont  dus  pour  le  soin  et  l'habileté  qu'il  a 
mis  à  préparer  des  substances  chimiquement  pures. 

Avant  de  citer  les  résultats  de  chaque  expérience  en 
particulier,  il  faut  que  j'expose  les  considérations  théo- 
riques qui  m'ont  guidé. 
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Dans  le  premier  mémoire  sur  ce  sujet  j'ai  cherché 
à  établir  théoriquement  la  relation  entre  l'indice  de  ré- 
fraction des  corps  et  leur  poids  spécifique  à  des  tempé- 
ratures différentes  et  à  des  états  physiques  différents,  sur- 
tout en  me  servant  comme  point  de  départ  de  la  théorie 
de  la  lumière  exposée  dans  les  tomes  118  et  121  des 
Ann.  de  Pogg.  (quatrième  et  cinquième  mémoires  de  cette 
édition).  Je  n'ai  tenu  compte  que  de  l'indice  de  réfrac- 
tion absolu,  réduit  à  une  longueur  d'onde  infiniment 
grande,  et  j'ai  trouvé  que  cette  quantité,  que  j'ai  désignée 
par  A,  est  approximativement  déterminée  par  l'équation 

A2—  1  D/.       a2\ 

Z+2*  =  P(1-W'  (8) 

valable  pour  les  corps  isotropes,  v  étant  le  volume  de 
l'unité  de  poids  du  corps,  et  P  et  a  étant  deux  quantités 
constantes  pour  les  variations  de  la  température  et  du 
volume,  pourvu  que  le  corps  soit  composé  de  molécules 
séparées  par  des  intervalles  dans  lesquels  la  vitesse  de 
la  lumière  est  égale  à  celle  du  vide,  et  qui  eux-mêmes 
ne  sont  pas  influencées  par  lesdites  variations. 

Ce  résultat  ne  dépend  pas  de  la  forme  des  molé- 
cules. Si  l'on  veut  au  contraire  faire  encore  un  pas  de 
plus  et  calculer  l'indice  de  réfraction  correspondant  à 
une  longueur  d'onde  quelconque,  de  grandes  difficultés 
s'opposeront  aux  calculs.  Pour  cette  raison  je  n'ai  mené 
les  calculs  jusqu'au  bout  que  dans  le  cas  simple  où  les 
molécules  sont  sphériques,  et  j'ai  trouvé,  en  supposant 
de  plus  que  la  vitesse  est  toujours  la  même  à  l'intérieur 
des  surfaces  sphériques  qui  limitent  les  molécules,  qu'on 
aura  approximativement 


„■_!  n'2—l   ,/.   ,   n'2—  1  16 7T2 


_|_2"  V        n'2  +  Z     5     À 


!)•  (9) 
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Ici  n'  désigne  l'indice  de  réfraction  de  la  molécule 
ou  le  rapport  des  vitesses  de  propagation  de  la  lumière 
dans  le  vide  et  à  l'intérieur  de  la  molécule,  v'  le  volume 
de  l'unité  de  poids  des  molécules,  À  la  longueur  d'onde 
et  e  le  rayon  des  molécules.  On  voit  par  ce  résultat 
qu'on  peut  expliquer  la  dispersion  des  corps  sans  sup- 
poser une  vitesse  de  propagation  à  l'intérieur  des  molé- 
cules variable  avec  l'impulsion  lumineuse  ou  la  longueur 
d'onde  de  la  lumière,  car  l'équation  ci-dessus  s'accorde 
essentiellement  avec  la  loi  de  la  dispersion,  si  l'on  sup- 
pose que  n'  ne  dépend  pas  de  L 

Bien  qu'on  ne  puisse  pas  admettre  que  les  supposi- 
tions simples  dont  on  a  déduit  la  dernière  équation 
soient  remplies  dans  la  réalité,  le  résultat  obtenu  n'est 
pourtant  pas  sans  application,  car  on  peut  plus  géné- 
ralement supposer  que  s  est  une  limite  inférieure  du 
rayon  de  la  sphère  d'action  des  molécules,  si  cette  sur- 
face est  considérée  comme  une  surface  sphérique  entou- 
rant la  molécule  et  dans  l'intérieur  de  laquelle  l'influence 
de  la  molécule  sur  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière 
est  appréciable. 

Le  dernier  terme  de  l'équation  (6),  savoir 


n'2—l  16;r2  e 


w'2+2     5      /' 

peut  être  déterminé  numériquement  par  les  expériences, 
et  on  trouvera  par  exemple,  pour  plusieurs  substances 
examinées  dans  ce  qui  suit,  que  cette  quantité  est  ap- 
proximativement égale  à  0,22  pour  la  raie   du  sodium. 

n'2—  1 
De  là  on  peut  déduire,     ,„  ,   _  étant  nécessairement  plus 

n'  -f-2 

petit  que  1, 

£>15  millionièmes  de  millimètre, 
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ce  qui  est  ici  la  limite  inférieure  du  rayon  de  la  sphère 

d'action  déduite   de  la  dispersion.     Quincke  a  conclu  de 

ses  expériences  sur  l'adhésion  (Pogg.  Ann.,  t.  137)  que  ce 

rayon  est  pour  différents  corps  approximativement  égal 

à   50  millionièmes  de   millimètre,   ce  qui  concorde  bien 

avec  la  limite  inférieure  trouvée  ci-dessus. 

n2 i 

Il  résulte   de  toutes  les  expériences  que    8_Lat?  os^ 

approximativement  constant,  même  pour  de  très  grandes 
variations  du  volume.  C'est  pourquoi  j'appelle  cette  quan- 
tité la  constante  de  réfraction  du  corps.  Elle  n'est  pour- 
tant pas  absolument  constante,  car  elle  croît  un  peu  par 
des  accroissements  simultanés  du  volume  et  de  la  tempé- 
rature. Au  moyen  de  quelques  expériences  sur  l'air  atmo- 
sphérique et  sur  la  vapeur  d'éther  j'ai  cherché  à  déter- 
miner l'influence  directe  des  variations  de  la  température 
sur  la  constante  de  réfraction;  j'ai  trouvé  qu'il  n'en 
existe  pas  d'appréciable  et  les  mêmes  expériences  ainsi 
que  celles  sur  la  vapeur  de  sulfure  de  carbone  ont  dé- 
montré que  la  dispersion  est  précisément  la  même  à  la 
température  ordinaire  et  à  une  température  de  100°  G. 
Gomme  l'accroissement  mentionné  de  la  constante  de  ré- 
fraction par  un  accroissement  du  volume  est  en  concor- 
dance avec  le  résultat  théorique  de  l'équation  (8)  et  par 
conséquent  peut  être  expliqué  sans  supposer  aucune 
variation  des  molécules  elles-mêmes,  on  doit  reconnaître, 
comme  conséquence  des  expériences  aussi  bien  que  de 
la  théorie,  que  les  propriétés  optiques  des  molécules  sont 
à  un  degré  remarquable  et  peut-être  souvent  complète- 
ment indépendantes  des  variations  de  la  température, 
du  poids  spécifique  et  de  l'état  physique. 

C'est  à  cette   même  conclusion  que  l'on  est  conduit 
plus  immédiatement  par  la  considération   des  raies  du 
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spectre,  dont  la  position  est  pour  ainsi  dire  complètement 
indépendante  de  la  température  et  de  la  densité  du  corps. 
Car,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  théorie  qu'on  suive,  on 
doit  considérer  les  raies  du  spectre  comme  dépendant 
spécialement  des  molécules  et  de  leurs  propriétés  op- 
tiques, et  par  conséquent  l'invariabilité  des  raies  entraîne 
l'invariabilité  des  molécules  elles-mêmes. 

Au  contraire  un  changement  considérable  de  la  con- 
stante de  réfraction,  de  la  dispersion  et  de  la  position 
des  raies  spectrales  se  produira  souvent,  si  un  mélange 
de  différentes  substances  se  change  en  une  combinaison 
chimique,  par  où  l'on  voit  qu'ici  la  modification  s'étend 
aux  molécules  elles-mêmes. 

Les  conséquences  des  conclusions  auxquelles  nous 
arrivons  ici  se  feront  sentir  sur  d'autres  points  de  la  science. 
Ainsi  on  a  fait  différentes  hypothèses  pour  faire  concorder 
avec  les  expériences  les  résultats  déduits  de  la  théorie  du 
choc  relativement  à  la  diffusion  des  gaz,  à  leur  frotte- 
ment intérieur  et  à  leur  conductibilité  calorifique.  On  a 
supposé,  ou  comme  Maxwell,  que  deux  molécules  se 
repoussent  avec  une  force  proportionnelle  à  la  cinquième 
puissance  de  leur  distance,  ou  comme  Stephan,  que  les 
molécules  se  comportent  comme  des  sphères  élastiques 
dont  les  diamètres  varient  avec  la  température,  le  dia- 
mètre étant  inversement  proportionnel  à  la  quatrième 
puissance  de  la  température.  Il  me  semble  qu'on  peut 
au  préalable  faire  l'objection  que  les  forces  qui  agis- 
sent entre  les  molécules  dans  les  deux  théories  ne  sont 
pas  de  nature  à  produire  nécessairement  un  mouve- 
ment permanent  des  molécules,  ce  qui  aurait  certaine- 
ment lieu  si  les  forces  agissaient  suivant  les  mêmes  lois 
que  les  actions  à  distance  que  nous  connaissons  jusqu'ici. 
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Mais  il  est  bien  possible  que  les  forces  hypothétiques  dont 
on  vient  de  parler  puissent  se  faire  équilibre  sans  aucun 
mouvement.  Seulement  la  dernière  hypothèse  est  sur- 
tout en  contradiction  avec  l'invariabilité  des  molécules, 
qui,  d'après  ce  que  j'ai  cherché  à  démontrer,  apparaît 
dans  leurs  propriétés  optiques. 


1.     Air  atmosphérique. 

Les  expériences,  qui  ont  commencé  dans  l'hiver  de 
1870,  ont  été  répétées  très  souvent  à  cause  de  la  divergence 
des  résultats  avec  ceux  qu'on  connaissait  alors  de  Biot, 
Arago,   Jamin,   Ketteler,    et  qui  concordaient  entre  eux. 

L'air  très  pur  était  amené  du  dehors  par  un  long 
tube  de  verre,  par  deux  tubes  en  U  à  chlorure  de  cal- 
cium et  à  potasse  et  enfin  au  réservoir  intérieur  de  l'ap- 
pareil. De  l'eau  à  la  température  de  l'air  circulait  dans 
le  réservoir  extérieur.  Je  citerai  en  particulier  les  me- 
sures faites  à  la  fin  de  juin  1870  et  au  mois  de  jan- 
vier suivant,  auxquelles  j'attache  la  plus  grande  impor- 
tance. 


NOTE  3. 


H 

h 

t 

s' 

s 

mui. 

mm. 

752,18 

0,1 

15°,00 

145,8 

155,44 

752,18 

0,1 

15°,25 

145,7 

155,49 

755,32 

1 

2°,75 

152,75 

155,45 

747,83 

1 

3",25 

151,1 

155,58 

738,34* 

1 

3e, 28 

151,1 

155,50 

Moyenne 

155,49 

Dans  ce  tableau  la  pression  de  l'air  extérieur,  qui 
était  aussi  la  pression  finale  du  réservoir,  est  désignée 
par  H,  la  pression  dans  le  réservoir  au  commencement 
du  dénombrement  par  h,  la  température  de  l'eau  am- 
biante par  t,  le  nombre  des  franges  de  Na  déplacées 
par  s',  et  le  même  nombre  réduit  à  la  pression  de  760mm 
et  à  la  température  de  congélation  de  l'eau  par  ,9.  On 
a  calculé  la  réduction  par  la  formule 


760 


H 


(1+0,00367  0- 


Voici  les  résultats  de  toutes  les  expériences,  rangés 
par  ordre  de  grandeur  et  réduits  de  la  même  manière 
à  la  température  0°  G.  et  à  la  pression  de  760mm. 


154,4     (1°) 

155,45     (2°,75) 

155,7       (3°,66) 

154,9     (6°,9) 

155,49  (15°,25) 

155,8      (9°,69) 

155,15  (l0t25) 

155,50     (3°,28) 

155,85  (16°,25) 

155,3     (8°) 

155,5      (3°,5) 

155,96  (16°,85) 

155,44  (15°) 

155,58     (3°,25) 

156,3      (7°,5) 

Moyenne 

155,487 

La  température  indiquée  entre  parenthèses  est  celle 
à  laquelle  les  expériences  ont  été  faites. 

On  a  souvent  pour  les  pressions  les  plus  basses 
observé  la  pression  toutes  les  fois  qu'une  raie  passait 
devant  le  réticule,  par  où  l'on  a  reconnu  que  la  variation 
de  la  pression  correspondante  au  passage  d'une  frange 
était  toujours  la  même,  et  cela  même  pour  les  plus 
grandes  raréfactions,  les  écarts  étant  très  petits  et  ne  dé- 
passant pas  les  erreurs  d'observation. 
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Dans  la  réduction  relative  à  la  température  on  a 
fait  l'hypothèse  que  l'indice  de  réfraction  de  l'air  ne 
dépend  que  de  la  densité  et  qu'il  ne  varie  pas  avec  la 
température,  si  la  densité  reste  invariable.  L'admissi- 
bilité de  cette  hypothèse  est  déjà  confirmée  par  les  ex- 
périences citées,  mais  en  outre  quelques  expériences  ont 
été  faites  avec  l'appareil  chauffé  par  un  courant  de  va- 
peur qui  avait  circulé  dans  le  réservoir  extérieur.  On  a 
trouvé  dans  trois  expériences  que  le  nombre  des  franges 
déplacées  était 

115,1,  115,0,  115,8,  moyenne  115,4, 

pour  une  variation  de  la  pression  égale  à  760mm.  On  ne 
pouvait  pas  immédiatement  déterminer  la  température 
du  réservoir  intérieur,  mais  on  l'a  calculée  par  la  for- 
mule de  réduction  citée  ci -dessus  et  par  le  nombre  des 
franges  correspondant  à  0°,  à  savoir  par  la  formule 
155,49  =  115,3(1 +0,00367  £); 

on  a  trouvé  pour  la  température  t  =  95°  G.  Celte  va- 
leur peut  être  considérée  comme  très  voisine  de  la  vraie 
température,  qui  en  tout  cas  ne  peut  s'écarter  de  plus 
de  5°  de  la  température  calculée.  Dans  toutes  les  ex- 
périences on  a  en  même  temps  observé  les  raies  rouges 
de  Li.  La  détermination  du  rapport  des  nombres  de 
franges  jaunes  et  rouges  déplacées  était  ici  très  facile, 
car  aussi  bien  dans  les  expériences  à  la  température  de 
l'air  ambiant  que  si  l'appareil  était  chauffé  par  la  va- 
peur d'eau,  on  voyait  pendant  toute  la  durée  du  dé- 
nombrement passer  toujours  exactement  en  même  temps 
huit  franges  jaunes  et  sept  franges  rouges,  quand  l'air 
revenait  de  la  plus  grande  raréfaction  jusqu'à  la  pression 
atmosphérique. 
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L'indice  de  réfraction  nNa  de  la  raie  du  sodium,  pour 
l'air  atmosphérique  sec  à  une  pression  de  760mm  et  à 
0°  G.,  est  en  vertu  de  l'équation  (2),  déterminé  par 

nNa—  1   =  0,0000018739  •  155,49  , 

d'où 

nNa  =    1,00029137. 

En  réduisant  de  la  latitude  de  Copenhague  à  la 
latitude  de  45°,  on  obtiendra 

nNa  =   1,00029108. 

De  plus  on  peut  au  moyen  de  cette  valeur  calculer 

n2 i 

la  constante  de   réfraction  P  ==  -2  ,   ~v ,  qui    pour   les 

n-\-  2  r 

vapeurs  et  les  gaz  peut  être  égalée  à  J(w—  \)v.  Le  poids 
spécifique  de  l'air  atmosphérique  [-1  étant  0,00129267,  on 
trouve 

PNa  =  0,15012. 

Pour  les  franges  de  Li  on  trouve  d'après  (3) 

ô^  =  ô,      nLi  =    1,00029009,      PLi  =  0,14959. 

ÙNa  O 

La  dispersion  est  avec  une  plus  grande  précision 
déterminée  par 

^"-^=0,00342. 

Au  moyen  de  la  formule  de  dispersion  n^  =  A  4-  -2- 
on  a  encore  calculé  le  tableau  suivant  des  indices  de 
réfraction  des  raies  de  Fraunhofer: 

nA  =  1,00028935, 
nB  =  1,00028993, 
nc  =  1,00029024, 
nD  =    1,00029108, 

21 
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nE  =  1,00029217, 

nF  =  1,00029312, 

nG  =  1,00029486, 

na  =  1,00029631. 

Pour  l'air  humide  l'indice  de  réfraction  est  un  peu 
moindre.  A  l'aide  des  expériences  sur  la  réfraction  de 
la  vapeur  d'eau,  qui  seront  rapportées  dans  ce  qui  suit, 
on  trouvera  pour  une  pression  75  de  la  vapeur,  supposée 
loin  du  point  de  saturation, 

nlXa  —  1  =  0,000250  • 


760(1+0,00367  0' 

on  voit  que  l'on  doit,  pour  l'air  humide  où  la  vapeur  a 
une  pression  ©,  ajouter  la  correction 

—  0,000041^ 

à  l'indice  de  réfraction  mentionné  ci-dessus. 

Nous  allons  comparer  ces  résultats  à  ceux  qui  ont 
été  trouvés  par  d'autres  observateurs. 

Les  expériences  célèbres  d'Arago  et  Biot  (Mém.  de 
l'Inst.,  t.  VII,  1806  et  1807)  faites  avec  le  prisme  ont 
donné  pour  la  lumière  blanche  l'indice  de  réfraction,  réduit 
à  0°G.  et  760mm,  n  =  1,00029458.  Le  Dr  Ketteler  („Far- 
benzerstreuung  der  Gase",  Bonn,  1865)  a  trouvé  par  la 
méthode  des  interférences  nKa  =  1,00029470,  et  Jamin 
(Ann.  de  ch.,  t.  59)  pour  la  lumière  blanche  n  =  1,000294. 

Les  résultats  des  expériences  plus  récentes  de  Mas- 
cart  (G.  R.  de  l'Acad.  des  sciences,  t.  78,  p.  617  et  679, 
1874),  s'approchent  plus  de  la  valeur  trouvée  par  moi. 
Mascart  s'est  aussi  servi  de  la  méthode  des  interférences, 
mais  au  lieu  des  miroirs   de  Jamin  il  a  employé  la  mé- 
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thode  de  Fizeau,  où  les  rayons  sont  séparés  par  deux 
verres  obliques  à  faces  parallèles  et  superposés  de  nou- 
veau par  un  système  semblable  opposé.  Les  deux  rayons 
étaient  séparés  par  un  intervalle  de  plusieurs  millimètres, 
intervalle  qui  vraisemblablement  était  beaucoup  moindre 
que  dans  mes  expériences  (environ  28mm).  Mascart  a 
trouvé  à  0°  G.  nNa  =  1,0002923,  et  pour  t  degrés  le 
facteur  de  réduction  1 -f-  0,00383  £.  Ici  le  coefficient  de  t 
est  un  peu  plus  grand  que  le  coefficient  de  dilatation  de 
l'air.  Les  expériences  de  V.  von  Lang  publiées  l'année 
passée  (Pogg.  Ann.,  1. 153,  Wiener  Sitzungsber.,  t.  69,  Abt.  2) 
et  dont  le  but  spécial  était  de  déterminer  l'influence  de 
la  température  sur  la  réfraction,  ont  au  contraire  donné 
comme  résultat  nt  =  n0  —  0,905  •  1 0~6 1  -f-  0,00239  •  10~6  f, 
valable  entre  les  limites  t  =  0°  G.  et  t  =  95°  G.,  résultat 
qui  donne  un  écart  de  sens  opposé  à  celui  de  M.  Mas- 
cart, le  facteur  de  réduction  étant,  en  vertu  de  cette  for- 
mule, approximativement  égal  à  14- 0,00311  £.  Toutefois 
on  voit,  par  l'absence  de  détermination  de  la  dispersion, 
que  la  méthode  de  Lang  n'est  pas  assez  exacte,  et  en 
réalité  elle  ne  consiste  qu'en  une  application ,  du  reste 
ingénieuse,  de  la  méthode  des  prismes;  mais  la  précision 
obtenue  par  cette  méthode  ne  peut  cependant  pas,  comme 
l'a  aussi  reconnu  Mascart,  être  comparée  à  celle  de  la 
méthode  des  interférences.  J'ai  trouvé  plus  haut  dans 
le  voisinage  du  point  d'ébullition  de  l'eau  un  déplace- 
ment de  115,3  franges;  ce  résultat,  combiné  avec  celui 
de  Lang,  donnerait  une  température  du  réservoir  d'en- 
viron 120°  G.,  ce  qui,  cela  va  sans  dire,  est  impossible. 

Par  le  calcul  des  observations  de  la  réfraction  astro- 
nomique, Delambre  a  trouvé  (Mém.  de  l'Inst. ,  t.  VII) 
n  =  1,00029407.    Bessel  au  contraire  (cf.  Biot,  G.  R.,  t.  40) 
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a  calculé  ses  tableaux  de  la  réfraction  en  supposant 
n —  1  égal  à  l'angle  57",538  à  une  température  de  9°,305  C. 
et  à  une  pression  de  751mm,8,  ce  qui  donne  n  =  1,000291608 
à  0°  G.  et  à  une  pression  de  760mm. 

Les  astronomes  se  sont  servis  après  lui  de  cette 
valeur,  quoique  les  physiciens  fussent  d'accord  pour 
trouver  qu'elle  était  trop  petite. 

Gyldén  (Mém.  de  l'Acad.  de  Saint-Pétersbourg,  t.  X, 
n°  1,  1866,  et  t.  XII,  n°4,  1868)  pose,  après  „une  discus- 
sion   préliminaire"     des    observations    faites    à    Pulkova, 

n2—  1 
9   a   =  a  =  0,00027985,  pour  une  température  de  7°,44  R. 

et  une  hauteur  barométrique  égale  à  29,5066  pouces  an- 
glais, d'où  l'on  peut  calculer  n  =  1,00029276  à  0°  G.  et  à 
760mm.  Le  facteur  de  correction  relatif  à  la  température 
est  ici  1  +  0,003689 1. 

V.  Fuss  a  corrigé  la  valeur  déduite  par  la  discussion 
préliminaire  de  a  (ibid.,  t.  XVIII,  n°  3,  1872),  dont  s'est 
servi  Gyldén,  et  trouvé  a  =  0,00027837,  nombre  auquel 
correspond  n  =  1,00029121.  Le  point  du  spectre  des  étoiles 
visé  dans  la  lunette  est  indiqué  plus  précisément  (p.  3) 
comme  correspondant  au  milieu  de  la  partie  „qui  saute 
le  plus  aux  yeux"  et  par  conséquent  „à  peu  près  à  la 
région  du  jaune  ou  du  vert." 

Le  résultat  final  des  observations  astronomiques  est 
complètement  d'accord  avec  le  tableau  calculé  par  moi, 
spécialement  si  l'on  tient  compte  du  fait  qu'il  est  valable 
pour  l'air  sec.  Les  astronomes  n'ont  pas  réussi  à  déter- 
miner les  corrections  pour  la  vapeur  d'eau. 

Bessel  a  indiqué  que  la  dispersion  de  l'air  entre  les 
limites  des  raies,  de  B  à  G,  est  0,0126  de  la  réfraction. 
Cette  détermination  serait  en  concordance  avec  mes 
résultats,  si  l'on  remplaçait  la  raie  G  de  Fraunhofer  par 
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une  raie  comprise  entre  F  et  G,  mais  toutefois  plus  rap- 
prochée de  F.  Le  Dr  Ketteler  a  déterminé  avec  plus  de 
précision  la  dispersion  par  la  méthode  des  interférences 
(„Farbenzerstreuung  der  Gase",  Bonn,  1865).  Il  a  aussi  le 
premier  fait  l'observation  importante  pour  la  théorie,  que 
le  rapport  de  la  dispersion  à  la  réfraction  de  l'air  est 
indépendant  de  la  pression,  qui  dans  ses  expériences 
était  comprise  entre  les  limites  0,63  et  2,56  atmosphères. 
J'ai  trouvé  que  cette  loi  est  confirmée  jusqu'à  la  plus 
grande  raréfaction  et  ma  détermination  de  la  dispersion 
est  complètement  d'accord  avec  celle  de  Ketteler.  On 
voit  encore  par  mes  expériences  que  la  dispersion  est 
indépendante  de  la  température  entre  les  limites  0°  et 
100°  G. 

Parmi  les  autres  observateurs  on  peut  nommer 
Groullebois,  dont  les  expériences  doivent  toutefois  être 
considérées  comme  manquées,  et  Mascart,  qui  par  ses 
expériences  citées  plus  haut  a  trouvé  presque  la  même 
dispersion  que  le  Dr  Ketteler  et  moi  (plus  grande  d'environ 
8  pour  100). 

2.     Oxygène.     0. 

L'oxygène  était  dégagé  de  l'oxyde  rouge  de  mercure 
dans  une  cornue  de  platine,  et  conduit  par  des  tubes  de 
verre  et  de  porcelaine  au  réservoir  intérieur  de  l'appareil. 
Gomme  les  expériences  préliminaires  avaient  montré  un 
accroissement  appréciable  de  la  dispersion,  quand  on 
chauffait  trop  la  cornue,  ce  qu'il  fallait  attribuer  à  une 
trace  de  vapeur  de  mercure  entraînée  dans  le  réservoir, 
on  interposa  dans  le  conduit  un  tube  rempli  de  soufre 
en  poudre  dans  les  expériences  finales.  Au  commence- 
ment  de  chaque  expérience   on   a  fait  le   vide  presque 
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complet  dans  l'appareil  et  la  cornue,  puis  on  a  chauffé 
la  cornue  en  comptant  les  franges  jusqu'à  ce  que  le 
nombre  des  franges  déplacées  fût  devenu  un  peu  plus 
grand  que  celui  qui  répondait  à  la  pression  de  l'air  am- 
biant et  qui  était  connu  par  des  expériences  prélimi- 
naires. Puis  le  réservoir  fut  isolé  de  la  cornue  et  l'oxygène 
en  excès  fut  évacué  par  l'autre  robinet  dans  l'air  exté- 
rieur; on  compta  alors  le  nombre  de  franges  qui  repas- 
saient en  sens  inverse,  et  ce  nombre  fut  soustrait  du 
nombre  trouvé  en  premier  lieu.  Par  suite  l'expérience 
prenait  fin  quand  la  pression  était  devenue  celle  de  l'air 
extérieur. 

Les  résultats  de  toutes  les  expériences,  à  l'exception 
des  deux  premières,  qui  n'étaient  que  préliminaires,  sont 
présentés  dans  le  tableau  suivant. 


H 

h 

t 

s' 

s 

mm. 

mm. 

753,35 

0,1 

15°,94 

136,0 

145,25 

764,54 

3,5 

15°,78 

136,7 

144,40 

757,44 

0,3 

16°,25 

136,2 

144.85 

753,85 

0,5 

16°,38 

135,6 

145,02 

748,36 

2,0 

4°,35 

140,8 

145,66 

748.36 

4,0 

4°,35 

140,0 

145,18 

Moyenne 

145,06 

Les  notations  sont  les  mêmes  que  celles  dont  je  me 
suis  servi  précédemment.  De  la  moyenne  trouvée  pour 
le  nombre  des  franges  de  Na,  réduit  à  un  accroissement 
de  pression  d'une  atmosphère  et  au  point  de  congélation 
de  l'eau,  on  peut  déduire 
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nNa  =    1,00027155,       PNa  =  0,12666, 

où  la  pression  normale  est  en  même  temps  réduite  à  la 
latitude  de  45°.  Le  poids  spécifique  de  l'oxygène  a  été 
pris  égal  à  0,0014293  dans  la  détermination  de  la  con- 
stante de  réfraction  PNa. 

Le  rapport  de  la  dispersion  à  la  réfraction  se  mon- 
tra ici  un  peu  plus  grand  que  pour  l'air  atmosphérique, 
car  au  déplacement  de  135  franges  jaunes  répondit  celui 
de  118  franges  rouges.     On  en  déduit 

nLi  =    1,00027034,      PLi  =  0,12609. 

La  dispersion  est  déterminée  avec  plus  de  précision 


par 

nNa  —  1 


=  0,00447 


Dulong  a  de  plus  déterminé  le  rapport  de  la  réfrac- 
tion d'une  série  de  corps  à  celle  de  l'air  atmosphérique 
par  ses  belles  expériences  bien  connues.  Pour  l'oxygène 
Dulong  a  trouvé  le  rapport  0,924,  ce  qui,  combiné  avec 
l'indice  de  réfraction  de  l'air  atmosphérique  déduit  de 
mes  expériences,  donne  pour  l'oxygène  nNa  =  1,0002690. 

3.     Azote.     N. 

Je  n'ai  pas  fait  d'expériences  directes  sur  la  réfrac- 
tion de  l'azote,  mais  j'ai  trouvé  par  le  calcul  des  indices 
de  réfraction  pour  l'air  atmosphérique  *  *  note  4. 


nNa 

■■=    1,0002960, 

Pnu 

=  0,15713, 

nLi 

=    1,0002951  , 

Pu 

=  0,15663, 

nNa — nLi 

=  O.oo 

31  fi  . 

nNa 
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Dulong  a  trouvé  que  le  rapport  de  la  réfraction  de 
l'azote  à   celle   de  l'air   atmosphérique  était  1,020,    d'où 

nNa  =    1,0002909. 

Mascart  a,  dans  ses  expériences  mentionnées  ci-dessus, 
trouvé  nNa  =  1,0002972.  En  ce  qui  concerne  la  disper- 
sion, les  écarts  sont  plus  grands,  car  Mascart  trouve 
une  dispersion   plus   grande  (définie  par  le  coefficient  B 

.  B 


de  la  formule  n  —  1 


)  pour  l'azote  que  pour 


l'air  atmosphérique,  tandis  que  mes  expériences  donnent 
un  résultat  contraire. 

4.     Hydrogène.     H. 

L'hydrogène  était  dégagé  d'un  flacon  où  l'on  avait 
mis  du  zinc  sur  lequel  fut  versé  par  un  entonnoir  muni 
d'un  robinet  de  l'acide  sulfurique  bien  pur;  le  gaz  se 
purifiait  ensuite  en  passant  par  un  système  de  cinq  tubes 
en  U  à  potasse,  à  chloride  de  mercure  à  chlorure  de 
calcium  et  à  chaux  hydratée  (deux  tubes). 

On  a  commencé  par  faire  presque  complètement  le 
vide  dans  le  réservoir,  qui  était  en  communication  avec 
l'appareil  de  dégagement,  puis  on  a  versé  l'acide  sulfu- 
rique sur  le  zinc;  l'hydrogène  dégagé  était  conduit  au 
réservoir  et  à  la  machine  pneumatique.  Quand  la  pres- 
sion était  devenue  égale  à  celle  de  l'air  extérieur,  l'hy- 
drogène dégagé  était  évacué  par  la  machine  pneumatique 
dans  l'atmosphère,  et  l'on  continuait  encore  pendant 
quelque  temps  à  amener  l'hydrogène  dans  le  réservoir  en 
observant  les  franges,  jusqu'à  ce  qu'elles  fussent  deve- 
nues complètement  immobiles.  Puis  l'appareil  de  dégage- 
ment fut  isolé  du  réservoir,  et  on  a  de  nouveau  fait  le 
vide  par  la  machine  pneumatique  en  comptant  les  franges. 
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Toutes  les   mesures  exécutées   sont  consignées    dans    le 
tableau  suivant. 


H 

h 

t 

s' 

s 

mm. 

mm. 

763,77 

15 

3°  ,50 

70,5 

72,48 

767,11 

11,5 

5°.88 

73 

75,01 

767,39 

22,75 

6°,90 

71 

74,30 

767,09 

11 

4°,42 

72 

73,62* 

764,84 

10,5 

6°,85 

72 

74,37 

757,33 

2 

3°,75 

73 

74,46 

776,29 

2 

0° 

75,5 

74,11 

776,29 

4 

0°,13 

75 

73,84 

Moyenne 

74,02 

*  NOTE  5. 


Dans  les  deux  dernières  expériences  on  a  fait  re- 
passer l'hydrogène  dans  l'appareil  après  qu'on  eut  cessé 
de  compter,  par  où  l'on  vit  que  les  franges  revenaient 
à  leur  position  primitive.  Si  l'on  attribue  pour  cette 
raison  un  poids  double  aux  deux  dernières  expériences 
et  si  l'on  rejette  les  deux  premières,  on  obtiendra  comme 
moyenne  s  =  74,08. 

A  ceci  correspond 

nNa  =    1,0001387,      PXa  =    1,0325, 

le  poids  spécifique  étant  0,00008957. 

A  un  déplacement  de  55,5  franges  jaunes  correspond 
celui  de  48,5  franges  rouges.     Par  conséquent  on  aura 


nLi  =    1,0001380,      Pu  =    1,0277,     — — —=  0,00470. 

nNa—  1 
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La  réfraction  de  l'hydrogène  par  rapport  à  celle  de 
l'air  est,  d'après  Dulong,  0,470,  d'où  nNa  =  1,0001368. 
Ketteler  a  trouvé  nNa  =  1,00014294,  nLi  =  1,00014288,  et 
par  conséquent  à  peu  près  la  même  dispersion  que  moi 
(71,5  franges  jaunes  pour  62,5  franges  rouges  et  dans  une 
autre  expérience  63,6  pour  55,5),  mais  au  contraire  une 
réfraction  notablement  plus  grande  que  celle  que  j'ai 
trouvée.  Mascart  a  nNa  =  1,0001388,  ce  qui  concorde 
presque  complètement  avec  mon  résultat.  Il  trouve  au 
contraire  que  le  coefficient  de  dispersion  de  l'hydrogène 
est  notablement  plus  petit  que  celui  de  l'air,  tandis  que 
Ketteler  et  moi  avons  trouvé  qu'il  est  plus  grand. 

5.     Eau.     Hfi. 

Les  expériences  sur  la  réfraction  de  la  vapeur  d'eau 
furent  exécutées  de  la  même  manière  que  j'ai  déjà  dé- 
crite précédemment  et  dont  je  me  suis  servi  pour  étudier 
les  vapeurs  de  tous  les  liquides.  Dans  le  tableau  ci-dessous 
G  désigne  le  poids  en  grammes  de  l'eau  évaporée,  S  le 
nombre  total  des  franges  de  Na  déplacées  par  cette 
évaporation,  et  s  le  rapport  de  S  à  G  ou  le  nombre 
des  franges  déplacées  par  l'évaporation  d'un  gramme  d'eau. 


G 

S 

s 

1,2252  +  0,0180 
1,755  +  0,018 

2,8073  +  0,0178 
5,3105  +  0,0163 

112  +  0,41 
160  -I-  0,36 
256  +  0,36 
480  +  0,25 

90,42 
90,45 
90,74 
90,16 

11.1681 

1009,38 

90,38 
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La  dernière  ligne  donne  la  somme  de  tous  les  poids 
et  celle  de  toutes  les  franges  déplacées,  d'où  l'on  a  dé- 
duit le  quotient  final  90,38.  *  Comme  exemple  des  calculs  *  note 
des  petites  corrections  faites  dans  les  deux  colonnes,  je 
citerai  les  détails  de  la  première  expérience.  La  petite 
cucurbite  remplie  d'eau  pesait  23^,4142  avant  l'expé- 
rience et  22^r,i890  après,  et  on  a  compté  112  franges  en 
totalité.  Dans  toutes  ces  expériences  la  vapeur  du  réser- 
voir intérieur  fut  amenée  à  la  machine  pneumatique 
chaque  fois  qu'on  avait  fait  passer  exactement  32  franges 
devant  le  réticule  (une  seule  fois  16).  Le  volume  de  la 
cucurbite  était  18CC,181  et  son  poids  19er,056. 

Il  y  avait  donc  lors  de  la  première  pesée  4*r,3582 
d'eau  et  13cc,823  d'air  humide  dans  la  cucurbite.  La 
température  était  9°  C.  On  trouve  par  suite  que  le  poids 
d'air  sec  contenu  dans  la  cornue  était  0^r,oi66.  Un 
gramme  d'air  sec  produirait  dans  le  réservoir  un  déplace- 
ment de  65,5  franges  et  un  gramme  de  vapeur  d'eau 
un  déplacement  d'environ  90,4  franges ,  ce  qui  fait  24,9 
franges  de  plus.  S'il  y  avait  eu  dans  le  réservoir  au 
lieu  de  0^r,0i66  d'air  sec  le  même  poids  de  vapeur,  le 
déplacement  eût  été  de  0,0166'- 24,9  =  0,41  franges  plus 
grand,  correction  qui  a  été  ajoutée  au  nombre  de  franges 
trouvé.  De  plus  la  cucurbite,  dans  la  seconde  pesée, 
contenait  3^,1330  d'eau  et  15cc,048  d'air  humide,  ce  qui 
donne  un  poids  d'air  sec  égal  à  0^r,0i80.  Le  poids  d'eau 
évaporée  est  donc 

4,3582  —  (3,1330 — 0,0180)  =  1,2252  +  0,0180  grammes. 

Du  reste  comme  ces  corrections  n'influencent  que 
très  peu  le  résultat  final,  j'ai  pensé  qu'il  était  superflu 
de  citer  tous  les  détails  de  chaque  expérience  dont  dépen- 
dent les  calculs. 
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Du  nombre  des  franges  déplacées  par  l'évaporation 
d'un  gramme  d'eau  on  peut  déduire  immédiatement,  en 
vertu  de  l'équation  (5),  la  valeur  de  ^Va~~_J  en  multi- 
pliant ce  nombre  par  0,003432,  et  ensuite  la  constante  de 
réfraction  P,  qui  pour  les  vapeurs  est  h-  — ^- ,  en  multi- 
pliant  le  même  nombre  par  0,002288.  De  cette  manière 
on  obtient  pour  la  vapeur  d'eau 

PNa  =  0,002288-90,38   =  0,2068. 

On  peut  de  plus  en  déduire  l'indice  de  réfraction 
de  la  vapeur  d'eau  correspondant  au  poids  spécifique 
normal,  qui  est  9  fois  plus  grand  que  celui  de  l'hydrogène 
ou  0,0008061,  car  on  sait  que  n  —  1+fP-D. 

On  trouvera 

nNa  —    1,0002500. 

Jamin  a  de  ses  expériences  sur  les  interférences  dans 
l'air  humide  déduit  un  résultat  notablement  plus  grand, 
savoir  1,000261,   valable  pour  la  lumière  blanche. 

J'ai  trouvé  que  la  dispersion  de  la  vapeur  d'eau 
était  plus  grande  que  celle  de  l'air  atmosphérique,  mais 
je  n'ai  pas  réussi  à  déterminer  exactement  sa  valeur, 
parce  qu'on  ne  pouvait,  à  cause  de  la  température  assez 
haute  du  point  d'ébullition,  compter  en  une  fois  qu'un 
nombre  très  limité  des  franges  déplacées. 

Quoique  la  réfraction  de  l'eau  à  l'état  liquide  soit 
assez  bien  connue,  j'ai  cependant  fait  quelques  expé- 
riences avec  le  prisme  de  la  manière  indiquée  plus  haut 
pour  pouvoir  contrôler  mes  mesures  par  la  comparaison 
des  résultats.  Les  deux  expériences  faites  en  des  saisons 
différentes  ont  donné  les  résultats  suivants. 

1.  L'angle  réfringent  (%p)  du  prisme  était  de 
59°43'3"  et  la  déviation  constante  (Va)  23°48'36".     Dans 
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le  tableau  ci-dessous  j'ai  de  plus  indiqué  la  rotation  du 
prisme  dans  la  colonne  marquée  26. 

Dans  cette  expérience  la  rotation  a  été  déterminée 
pour  chacune  des  quatre  raies  du  spectre  en  particulier, 
pendant  qu'on  observait  en  même  temps  la  température 
du  thermomètre  placé  à  l'intérieur  du  prisme. 


2& 

t 

n2 

n 

Li 

15°  4'  12" 

16°,55 

1,771753 

1,331072 

Ha 

14°40'51" 

16°,40 

1,772669 

1,331416 

Na 

12°20'  1" 

16°,46 

1,777692 

1,333301 

^ 

3°42'10" 

16°,36 

1,788714 

1,337428 

2.        2p  =  59°42'32",     2a  =  23°51'2". 

Les  raies  ont  été  observées  ensuite  de  la  manière 
décrite  précédemment,  et  t  est  la  moyenne  des  deux 
températures  observées  immédiatement  avant  et  après 
l'expérience. 


26 

t 

n2 

n 

Li 

15°11'21" 

7°,62 

1,773020 

1,331548 

Ha 

14°46'15" 

7°,62 

1,774012 

1,331920 

Na 

12°26'45" 

7°,62 

1,779035 

1,333805 

H/3 

4°  4'29" 

7°,62 

1,790067 

1,337934 

La  réduction  des  indices  de  réfraction  des  raies  de 
Li  et  Na  à  10°  G.  et  à  20°  G.  a  été  faite  par  les  for- 
mules trouvées  dans  mon  premier  mémoire,  à  savoir 
(voir  p.  239) 

nLi  (t)  =  nLi  (0)  +  10-6  [0,952 1  —  2,793  f  +  0,02134 13]  , 
nNa{t)    =  ^ra(0)-|-10-6  [0,076  £  —  2,808*2  +  0.02134f|. 
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Au  moyen  de  ces  formules  on  trouve  par  les  ex- 
périences citées  ci-dessus 

nLi(0)   =    1,331709,       Wjvr«(0)   =    1,333961, 

ce  qui  donne  pour  les  températures  observées 

»Z*(7°,62)  —  1,331564   (diff.  —16), 

»u(16°^ff)  =  1,331056  (diff.  +16), 

W*a(7°,62)  =  1,333808  (diff.  —3), 

nKa{  16°,46)  =  1,333298  (diff.  +3). 

On  obtient  ensuite 

Wz,f(10°)   =    1,331461,      nNa(10°)  =    1,333703, 
nLi  (20°)   =    1,330782,      WA-O(20°)   =    1,333012. 

En  ce  qui  concerne  la  comparaison  des  résultats 
obtenus  avec  ceux  d'autre  sobservateurs,  je  renverrai  au 
premier  mémoire,  et  je  me  contenterai  de  faire  remarquer 
que  presque  tous  les  observateurs  sont  d'accord  sur  le 
nombre  1,3330  pour  wjVa(20°). 

Si  l'on  se  sert  de  la  détermination  du  poids  spéci- 
fique faite  par  Mathiessen,  qui  donne  -=  =  1,000271  pour 

t  =  10°  et  j,  =  1,001814  pour  t  =  20°,  on  trouvera  les 

valeurs  suivantes   de  la  constante  de  réfraction   définie 

p  _    n2~  1  1 
Par^  —  f7+lD: 

PLi(\0c)   =  0,20489,     Pa'«(10°)   —   0,20615, 
PLi(20o)  =  0,20482,     PNa(Z0°)   =  0,20608. 

On  voit  donc  que  la  constante  de  réfraction  diminue 
très  lentement  pour  des  températures  croissantes,  ce  qui 
est  aussi  confirmé  par  les  expériences  de  Rûhlmann 
(Pogg.  Ann.,   t.  132)   sur  la  réfraction   de   l'eau  à  diffé- 
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rentes  températures,  qui  s'étendent  jusqu'au  point  d'ébul- 
lition  de  l'eau.  On  trouvera  en  se  servant  de  ces  expé- 
riences 

Pu{0°)   =   0,20490,         PA«(0°)   =  0,20614, 

Pz490°)   =  0,20468,      PNa  (90°)   =  0,20587. 

Quand  l'eau  à  100°  est  transformée  en  vapeur,  la 
constante  de  réfraction  croît  un  peu,  car  on  a  trouvé  ci- 
dessus  PNa  =  0,2068,  mais  on  reconnaît  qu'en  somme  la 
constante  de  réfraction  de  l'eau  ne  varie  que  remar- 
quablement peu  avec  la  température  et  par  sa  trans- 
formation en  vapeur. 

Mascart  a  par  la  méthode  des  interférences  (G.  R., 
t.  79,  p.  801)  déterminé  la  variation  de  la  réfraction  de 
l'eau  produite  par  la  pression.  Les  expériences  révèlent 
une  variation  de  la  réfraction,  qui  est  de  12,5  pour  100 
plus  petite  qu'elle  ne  le  serait  si  la  constante  de  réfrac- 
tion restait  invariable.  Pour  cette  raison  on  doit  sup- 
poser que  cette  constante  croît  avec  le  volume  par  dimi- 
nution de  la  pression  extérieure. 

L'indice  de  réfraction  de  la  glace  a  été  déterminé 
avec  précision  par  Reusch  (Pogg.  Ann.,  t.  121),  qui  a 
trouvé  pour  l'indice  de  réfraction  du  rayon  ordinaire 
n0  =  1,30598  et  pour  celui  du  rayon  extraordinaire 
ne  =  1,30734,  indices  correspondant  tous  deux  à  la 
lumière  rouge  transmise  par  le  verre  de  cobalt.  Au 
moyen  de  ces  valeurs  on  a  calculé  en  premier  lieu 
n2  =  J(2wê+wea);  puis  en  supposant  le  poids  spécifique 
de  la  glace  égal  à  0,91674  (Bunsen),  on  a  obtenu  la 
valeur  0,20804  de  la  constante  de  réfraction  de  la  lumière 
rouge.  Ici  encore  cette  constante  est  augmentée  par  la 
dilatation. 
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La  dispersion  des  liquides  dont  on  a  cherché  la  ré- 
fraction pour  les  raies  de  Na  et   de  Li  est   définie  par 
,    qui    pour   les    gaz    et   les   vapeurs    est 


identique  à  — — — ?.     Pour  l'eau  on  trouve 


nNa 


1  ' 


a  =  0,00611 . 


nombre  valable  tant  pour  10°  que  pour  20°.  Mes  re- 
cherches précédentes  font  au  contraire  voir  que  la  dis- 
persion croît  considérablement  dans  le  voisinage  du  point 
de  congélation. 

6.     Alcool.     Cflfl. 

Les  expériences   sur  la  vapeur   d'alcool   ont   donné 
les  résultats  suivants: 


G 

S 

s 

3,2850  +  0,0121 
2,7461  4-  0,0163 

407  +  0,42 
340  +  0,70 

123,57 
123,34 

6,0595 

748,12 

123,46 

et  par  conséquent  un  déplacement  de  123,46  franges 
jaunes  pour  chaque  gramme  de  vapeur.  On  en  peut 
déduire 

PNa  =  0,002288-123,46   =  0,2825. 

Au  déplacement  de  79  franges  jaunes  correspondait 
celui  de  69  franges  rouges,  d'où  l'on  conclut 

PLl   =  0,2810      et      a   =   0,00522. 

On    en    déduit   l'indice  de  réfraction  de   la   vapeur 
correspondant    au    poids   spécifique  normal,    qui   est  23 
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fois  plus  grand  que  celui  de  l'hydrogène,  c'est-à-dire  égal 

à  0,002060, 

nNa  =   1,0008729,      nLi  =    1,0008683. 

Les  expériences  sur  l'alcool  à  l'état  liquide  ont  donné 
les  résultats  suivants: 

1.         2p  =  59°42'12",     2  a  =  26°30'0". 


2& 

t 

n2 

Li 

19°28'34" 

19°,28 

1,850806 

Ha 

19°10'46" 

19°,28 

1,851814 

Na 

17°41'12" 

19°,28 

1,856656 

*P 

13°27'14" 

19°,28 

1,868312 

<2p  = 

-  59°43'18", 

2a  =  26 

°17'31". 

2& 

f 

n2 

Li 

Ha 

Na 


14°52'28" 

14°28'24" 

12°24'53" 

4°25'32" 


13°,30 
13°,30 
13°,31 
13°.17 


1,857198 
1,858232 
1,863100 
1,874991 


Pour  faire  la  comparaison  avec  les  observations  de 
Wùllner  et  de  Landolt  (Pogg.  Ann.,  t.  133  et  122),  on  en 
déduira 

na(19°,28)  =  1,360814  (W.  1,360931,  L.  1,36083), 

np(19°,28)   =  1,366862  (W.  1,367043,  L.  1,36695), 

Wa(13°,30)  =  1,363170  (W.  1,363257,  L.  1,36328), 

^(13°, 17)  =  1,369303  (W.  1,369438,  L.  1,36948)  . 

On  voit  que  les  valeurs  de  l'indice  de  réfraction 
trouvées  par  moi  sont  en  général  plus  petites  que  celles 
de  Landolt  et  de  Wûllner. 

22 
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En  réduisant  à  10°  et  à  20°,  on  obtient 

NOTE  7.  nh(\0°)   =    1,860728,      M>fl(10o)   =    1,866673,* 

nL(20°)   =    1,850049,      n'Na(%0°)  =    1,855879. 

On  a  trouvé  que  le  poids  spécifique  était  à  0°  G. 
0,7993  (Wûllner  0,8043)  et  à  20'  G.  0,7909  (Wûllner  0,7958, 
Landolt  0,7996).  D'après  Mendeleyeff  (Pogg.  Ann.,  t.  138) 
les  poids  spécifiques  à  ces  mêmes  températures  sont 
0,79788  et  0,78945.  On  aura  donc  pour  l'alcool  dont  je 
me  suis  servi 

P*(10°)   =  0,27892,      PNa{  10°)   =  0,28042, 
Pz,(20°)   =   0,27917,      P.va(20°)  —  0,28066, 

et  le  quotient  de  dispersion  aux  mêmes  températures 

«(10°)   =  0,00535,      «(20°)   —  0,00531. 

Les  constantes  de  réfraction  ne  varient  donc  que 
très  peu  par  l'accroissement  de  température  et  par  la 
transformation  du  liquide  en  vapeur.  On  trouve  cepen- 
dant un  accroissement  appréciable  dans  les  deux  cas. 
Le  quotient  de  dispersion  est  également  presque  constant, 
mais  il  semble  pourtant  qu'il  varie  un  peu  en  sens 
inverse. 

7.    Éther.    C4H10O. 

Les  expériences  sur  la  vapeur  d'éther  ont  donné  les 
résultats  suivants: 


G 

S 

s 

2,3146  +  0,0124 
3,1298  +  0,0147 
2,9338  +  0,0150 

312,25 
420,8  +  0,75 
394,5  -f  0,77 

134,17 
134,06 
134,04 

8,4203 

1129,07 

134,09 
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On  en  déduit 


PNa  =  0,002288  •  134,09   =  0,3068  . 

A  un  déplacement  de  1 19  franges  jaunes  répondait  celui 
de  104  franges  rouges,  et  dans  une  autre  expérience  111 
franges  jaunes  à  97  rouges.     On  a  par  conséquent 

PLi  =  0,3054,      a  =  0,00465. 

On  trouve  par  là  que  l'indice  de  réfraction  corres- 
pondant au  poids  spécifique  normal,  qui  est  37  fois 
plus  grand  que  celui  de  l'hydrogène,  c'est-à-dire  égal  à 
0,003314,   est 


nNa 


1,001525,      nLi 


1,001517 


Dulong  a  trouvé  que  la  réfraction  de  la  vapeur 
d'éther  était  5,197  fois  plus  grande  que  celle  de  l'air,  ce 
qui  correspond  à  nNa  =  1,001512,  valeur  qui  concorde 
assez  bien  avec  le  résultat  trouvé  ci-dessus. 

J'ai  encore  fait  quelques  expériences  sur  la  réfraction 
de  la  vapeur  d'éther  à  la  température  ordinaire,  qui 
était  de  20°  G.  (environ).     En  voici  les  résultats  : 


2,233  +  0,014 
2,971+0,013 

300  +  0,77 
399  +  0,63 

133,85 
133,92 

5,231 

700.40 

133,90 

A  un  déplacement  de  95  franges  jaunes  corres- 
pondait celui  de  83  franges  rouges.  Il  en  résulte  que 
la  constante  de  réfraction  et  le  quotient  de  dispersion 
ne  varient  pas  d'une  manière  appréciable  par  une  variation 

22* 
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de  température  entre  100°  G.  et  20°  G. ,  car  les  petits 
écarts  qu'ont  donnés  les  expériences  tombent  dans  les 
limites  des  erreurs  d'observation. 

Pour  l'éther  liquide  j'ai  trouvé: 

1.  2p  =  59°43T\     2a  —  25°30'0". 


26 


n2  (cale.) 


Li 

Ha 

Na 


17°47'38" 
17°37'59" 
17°29'49" 
17°20'34" 
15°48'  9" 
15°37'25" 
10°37'41" 
10°21'51" 


21°,53 

1,822033 

21°,31 

1,822519 

21°,53 

1,822919 

21°,31 

1,823374 

21°,53 

1,827702 

21°,31 

1,828179 

21°,53 

1,839351 

21°,31 

1,839824 

1,822031 
1,822501 
1,822914 
1,823381 
1,827714 
1,828185 
1,839349 
1,839826 


Zp  =  59°43'13",     2a  =  25°52'4". 


26 

t 

n2 

n2  (cale.) 

Li 

14°34'19" 

8°,00 

1,843435 

1,843439 

Ha 

14°12'28" 

8°,00 

1,844340 

1,844343 

Na 

12°  l'25" 

8°,00 

1,849296 

1,849283 

fy 

2C39/  9" 

8°,  00 

1,861252 

1,861256 

Les  valeurs  calculées  de  n~  sont  déduites  de  la  formule 

n\  =  1,813050-0,001532 (£-15)  +  (0,036935-0,000078  (t-  15))  -!-  , 


X' 

où  Xo  est  la  longueur  d'onde  correspondant  à  H $  et  ), 
une  longueur  d'onde  arbitraire.  Dans  les  calculs  de  la 
première  série  d'expériences  on  a  corrigé  la  valeur  de 
la  température  21°,53  en  21°,6l. 
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Landolt  a  trouvé 

na  =    1,35112  — 0,00058(2— 20), 
np  =    1,35720  —  0,00059(2  —  20), 

tandis  que  la  formule  ci -dessus  donne  approximative- 
ment 

na  =    1,351090  —  0,000582(2  —  20), 
flp  =    1,357182  —  0,000592(2  —  20), 

ce  qui  est  presque  complètement  en  concordance  avec  les 
formules  de  Landolt.  De  la  même  formule  on  peut  déduire 
en  outre 

W2,-(10°)   =    1,840292,       «£«(10°)   =    1,846112, 
Wli(20°)   =    1,824563,       w£«(20°)   =    1,830261. 

Le  poids  spécifique  était  à  10°  égal  à  0,7269  (Kopp 
0,7256)  et  à  20°  à  0,7157  (Landolt  0,7153,  Kopp  0,7143). 
On  a  donc 

Pu  (10°)    =   0,30102,       Pya(\0°)   =   0,30264, 

PZt(20°)   =  0,30124,       P,va(20°)   =   0,30287, 

«(10°)   =   0,00537,  «(20°)   =  0,00538. 

Si  l'on  compare  ces  valeurs  avec  les  valeurs  ana- 
logues pour  la  vapeur,  on  reconnaît  que  les  résultats, 
en  ce  qui  concerne  la  variation  de  la  constante  de  ré- 
fraction et  du  quotient  de  dispersion,  sont  identiques  à 
ceux  que  nous  avons  trouvés  pour  l'alcool. 

8.     Chloroforme.     CHCl3. 

Les  expériences  sur  la  vapeur  de  chloroforme  ont 
donné  les  résultats  suivants: 


344 


G                              S 

s 

6,8434  4-  0,0190 
6,0939  -f  0,0186 

538  4-0,19 
480  -f  0,19 

78,43 
78,56 

12,9749 

1018,38 

78,49 

d'où  l'on  déduit 

PNa  =  0,1796. 

A  un  déplacement  de  79  franges  jauues  correspond 
celui  de  69  franges  rouges.     Par  conséquent  on  aura 
Pu  =  0,1787,      a  =  0,00522. 

L'indice  de  réfraction  correspondant  à  un  poids 
spécifique  59,75  fois  plus  grand  que  celui  de  l'hydrogène, 
c'est-à-dire  égal  à  0,005352,  est 

nNa    =    1,001442,      nLi   =    1,001435. 

Pour  le  chloroforme  liquide,  on  a  trouvé: 
1.  2jp  =  59°43'0",     2a  =  33°0'0", 


n 

t 

n2 

Li 

16°  0'30" 

19°,17 

2,084171 

Ha 

15°37'10" 

19°,17 

2,085544 

Na 

13°19'55" 

19°,17 

2,092927 

*fi 

3°58'27" 

19°,17 

2,111085 

NOTE  8. 


$p  = 

=  59°42'9", 

2  a  —  33°30'29", 

26 

t 

n2 

Li 

15°49'59" 

8°,23 

2,102627 

Ha 

15°26'30" 

8°,23 

2,104012* 

Na 

13°  6'10" 

8°,23 

2,111578 

*i* 

2°49'  9" 

8°,23 

2,130242 
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On  déduit  de  là 

na(20°)  =  1,443657  (Haagen  [Pogg.,   t.  131]   1,44403), 

W<y(20o)   =    1,452458   (H.    1,45294), 


et 


«M  10°)   =   2,099641,      fl2Na{W)   =   2,108562, 
wlf(20°)  =  2,082771,     wjra(20°)  =  2,091512. 

Le  poids  spécifique  à  10°  était  1,5072  (Pierre  1,50786), 
et  à  20D  1,4896  (Pierre  1,48977,  Haagen  1,4904),  et  par 
conséquent 

P«(10°)  =  0,17797,       P.va(10°)   =  0,17902, 

Pw(20°)   =  0,17804,       PNa  (20°)  =  0,17909, 

«(10°)   =  0,00592,  «(20°)   =  0,00592. 

Les  lois  relatives  à  la  constante  de  réfraction  et  à 
la  dispersion  sont  les  mêmes  que  pour  les  deux  corps 
précédents. 

9.     Iodure  d'éthyle.     C2H5L 
Les  expériences  sur  la  vapeur  d'iodure  d'éthyle  ont 
donné  les  résultats  suivants: 


G 

S 

s 

3,8374  4-  0,0156 
5,1430  +  0,0182 
4,2470  +  0,0180 

264 
357 
290,5 

68,52 
69,17 
68,11 

13,2792 

911,5 

68,66 

d'où  l'on  conclut 

PNa  =  0,1571. 

A   un  déplacement  de  85  franges  jaunes  répondait 
celui  de  74  franges  rouges,  et  par  suite 

PLi  =  0,1558,     a  =  0,00844. 
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NOTE  9. 


L'indice  de  réfraction  de  la  vapeur  correspondant 
au  poids  spécifique  78  fois  plus  grand  que  celui  de 
l'hydrogène,  c'est-à-dire  égal  à  0,006987,  est 

nNa   =    1,001646,      nLi   =    1,001632. 

Pour  l'iodure  d'éthyle  liquide  on  a  trouvé: 
1.        2p  —  53°43'5",     2  a  =  38°58'5l"*. 


26 

t 

»' 

Li 

19°46'41" 

19°,66 

2,270410 

Ha 

19°17'40" 

19°,66 

2,272891 

Na 

16°18'  0" 

19°,66 

2,286931 

Hfi 

1°27'53" 

19°,66 

2,321976 

2p  -  59°43'10",     2a  =  39°38'42". 


26 

t 

n 

Li 

19°59'25" 

9°,60 

2,291406 

n 

20°  8'30" 

9°,94 

2,290595 

Ha 

19°31'30" 

9°,60 

2,293861 

•n 

19°39'38" 

9°,94 

2,293151 

Na 

16°35'39" 

9°,60 

2,308041 

n 

16°45'50" 

9°,94 

2,307281 

Sfl 

2°56'35" 

9°,60 

2,344109 

» 

3°42'  6" 

9°,94 

2,343423 

On  en  déduit  na(ù20°)  =  1,50738  (poids  spéc.  1,9264, 
Haagen  1, 50812  [poids  spéc.  1,9315]  et  1,50868  [poids  spéc. 
1,9345]),  W^(20°)  =    1,52356  (Haagen    1,5244  et    1,52509),   et 

WÎ*(10°)   =   2,29052,      W,V«(10°)   =   2,30718, 
Wi,(20°)   —   2,26972,      W^(20o)    -h   2,28623. 

On  a  trouvé  que  le  poids  spécifique  était  à  10° 
égal  à  1,9491  (Pierre  1,9528)  et  à  20°  à  1,9264  (Pierre  1,9298). 
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Par  suite  on  aura 


PLi(10°)   =  0,15432,      P,va(10°)   ==  0,15571, 

Pw(20°)   =  0,15437,      PNa(Z0°)   =   0,15578, 

«(10°)   =  0,00893,  a  (50°)   =  0,00905. 

Ici  se  présentent  donc  précisément  les  mêmes  parti- 
cularités que  dans  le  cas  des  corps  précédents. 


10.     Sulfure  de  carbone.     CS2. 

Les  expériences  sur  la  vapeur  de  sulfure  de  carbone 
ont  donné  les  résultats  suivants  : 


G 

S 

s 

2,3823  -f  0,0150 
3,7418  +  0,0137 
1,0070  +  0,0121 
2,8128  +  0,0148 
a,9446  4-  0,0144 

304  -f-  0,87 
476  +  0,64 
128  +  0,70 
356  -4-  0,78 
500  +  0,70 

127,17 

126,92 

126,3 

126,18 

126,47 

13,9585 

1767,69 

126,64 

d'où  l'on  conclut 


PNa   =   0,2898. 


A  un  déplacement  de  97   franges  jaunes  répondait 
celui  de  84  franges  rouges,  et  par  conséquent 


Pu  =  0,2858, 


0,01369. 


On  a  trouvé  précisément  le  même  quotient  de  dis- 
persion par  une  expérience  sur  la  vapeur  de  sulfure  de 
carbone  à  20°  (environ). 

L'indice   de  réfraction   de  la  vapeur  pour  un  poids 
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spécifique   38   fois   plus  grand   que  celui  de  l'hydrogène, 
c'est-à-dire  égal  à  0,003404,  est 

nNa   =    1,001480,      nu  =    1,001460. 

Dulong  a  trouvé  que  la  réfraction  était  5,1 10  fois 
plus  grande  que  celle  de  l'air  atmosphérique,  et  que  par 
conséquent  ?iNa  =  1,001487. 

Pour  le  sulfure  de  carbone  liquide  on  a  trouvé: 
1.         2p  =  59°43'0",     2a  —  51°29'52". 


t   =  20°,52 

t   =  20°,34 

t   =  20°,  12 

26 

n2 

26 

n2 

26 

n2 

Li 

27°51'18" 

2,612635 

27°46'23" 

2,613410 

27°42'19" 

2,614050 

Ha 

27°17'11" 

2,617971 

27°11'55" 

2,618785 

27°  8'  9" 

2,619366 

JVa, 

23°49/  1" 

2,648288 

23°43'50" 

2,649008 

23°39'35" 

2,649585 

Na, 

23°46'16" 

2,648677 

23°41'12" 

2,649366 

23°36'56" 

2,649944 

HP 

9°53'59" 

2,729920 

9°41'  5" 

2,730662 

9°30'29" 

2,731259 

1.         2|>  =  59°43'13",     2a  =  51°52'40". 


10°.63 


26 


t  =  11°01 


26 


Li 

26°20'13" 

2,638073 

26°26'  0" 

2,637198 

Ha 

25°43'55" 

2,643494 

25°49'42" 

2,642638 

Na, 

Na2 

22°  0'19" 
21°57'34" 

2,674274 
2,674624 

1  22°  5/27" 

2,673618 

*A 

3°21'45" 

2,757474 

4°  0'32" 

2,756625 

On  en  déduit 


349 


na(iO°)   =    1,626396   (WÛllner    1,626266,   Willigen    1,62657), 

na(<20°)  =  1,618503  (Wùllner  1,618466,  Willigen  1,61841), 
w^(10°)  =  1,661123  (Wùllner  1,660876,  Willigen  1,66127), 
71^(20°)   =    1,652734  (Wùllner   1,653676,  Willigen    1,65273). 

Les   déterminations   citées  de  v.  d.  Willigen  se   trou- 
vent dans  le  „Musée  Teyler"  JII(i).     De  plus  on  a 
Wif(10°)  =  2,639728,      ^«(10°)  =   2,676180, 
»i,(20°)   =   2,614208,      nlra(20°)   =   2,650009*. 

Le  poids  spécifique  était  à  10 D  égal  à  1,2778  (Wùll- 
ner 1,27860,  Pierre  1,27831),  et  à  20°  à  1,2634  (W.  1,26354, 
P.  1,26344),  d'où  l'on  conclut 

PLi(l0°)   =   0,27658,       P^(10°)    =  0,28052, 

Pz,-(20°)   =  0,27690,       Pv«(20°)   =   0,28086, 

«(10°)   =   0,01405,  «(20°)   =   0,01410. 

Les  variations  de  la  constante  de  réfraction  et  de  la 
dispersion  sont  donc  analogues  à  celles  des  corps  précé- 
dents; ces  variations  sont  pourtant  plus  grandes  ici. 


NOTE  10. 


11.     Acétate  d'éthyle.     C4Hs02. 

Les  expériences  sur  la  vapeur  d'acétate  d'éthyle  ont 
donné  les  résultats  suivants: 


G                            S 

s 

3,295    +0,0218 
2,971    +0,0218 
2,2448  +  0,0218 

388     +0,91 
350,5  +  0,93 
264,5  +  0,98 

117,25 
117,43 
117,13 

8,5762 

1005,82 

117,28 

d'où  l'on  déduit 


Xa 


0,2683. 
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Au  déplacement  de  55,5   franges  jaunes  correspond 
celui  de  48,5  franges  rouges,  et  par  conséquent 


PLi  =  0,2670, 


0,00470. 


L'indice  de  réfraction  de  la  vapeur  correspondant  à 
un  poids  spécifique  44  fois  plus  grand  que  celui  de 
l'hydrogène,  c'est-à-dire  égal  à  0,003941,  est 

nNa  =   1,001586,     nLi  =    1,001578. 

Pour  l'acétate  d'éthyle  liquide  j'ai  trouvé: 

1.        "lp  —  59°43'14",     <2a  =  26°54'55". 


26 

t 

n2 

Li 

15°24'  7" 

18°,48 

1,877196 

n 

15°29'  5" 

18°,60 

1.876967 

Ha 

14°57'  9" 

18°,22 

1,878423 

„ 

14°58'58" 

18°,27 

1,878342 

Na 

12°58'40" 

18°,40 

1,883392 

„ 

12°57'21" 

18°,36 

1,883440 

*fi 

5°24'37" 

18°,12 

1,895991 

2p  —  59°43'48",     2a  —  27°15'31". 


NOTE  11. 


n 

t 

n2 

Li 

14°41'21" 

8°,59 

1,890809 

Ha 

14°20'4I" 

8°,59 

1,891715 

Na 

12°  0^45* 

8°,33 

1,897309 

*ï 

3°32'13" 

8°,59 

1,909356 

2°52'23" 

8°,33 

1,909747  * 

On  en  conclut 
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wa(20°)  =  1,369656  (Landolt  1,37086), 

w^(20°)  =  1,375991  (Landolt  1,37709), 

nh(\0°)   =  1,888863,       nha(lO°)  =    1,895101, 

Wl*(20°)   =  1,875070,      n!ra(°20°)  =    1,881177. 

Le  poids  spécifique  à  20°  était  0,8906  (Kopp  0,8870, 
Landolt  0,9005). 

Gomme  je  n'ai  fait  aucune  détermination  du  poids 
spécifique  à  des  températures  plus  basses,  je  l'ai  calculé 
au  moyen  du  coefficient  de  dilatation  donné  par  Kopp, 
et  de  cette  manière  j'ai  trouvé  qu'à  10°  il  est  égal  à 
0,9024.     Pour  cette  valeur  on  trouvera 

Pl.-(10°)   =  0,25329,      Pm(10°)   =  0,25466, 

P^(20°)   =   0,25356,       Py«(20°)    =   0,25493, 

«(10°)   =  0,00537,  «(20°)   =  0,00537. 

Les  mêmes  remarques  qu'on  a  faites  ci-dessus  rela- 
tivement à  la  constante  de  réfraction  et  à  la  dispersion 
pour  le  sulfure  de  carbone  sont  donc  valables  ici. 

12.     Ammoniaque.     NH3. 

Le  gaz  ammoniac  était  dégagé  par  la  petite  cucur- 
bite,  qui  était  remplie  en  partie  d'eau  fortement  ammo- 
niacale;  Je  là  il  était  amené  par  un  tube  à  potasse  dans 
le  réservoir  intérieur.  La  cucurbite  et  le  tube  ont  été 
pesés  avant  et  après  l'expérience.  L'appareil  avait  la 
température  de  l'air  ambiant,  environ  20°  G.  Voici  les 
résultats  : 
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G 

S 

s 

0,647 

92 

142,2 

0,594 

85 

143,1 

1,3105 

187 

142,7 

1,049 

150 

143,0 

3,6005 

514 

142,76 

On  en  conclut 


iV«  =  0,3266. 


Au  déplacement  de  39  franges  jaunes  correspond 
celui  de  34  franges  rouges,  et  on  aura  par  conséquent 

NOTE  12.  Pu  =   0,3250  ,      a   =  0,00478  *. 

Au  poids  spécifique  8,5  fois  plus  grand  que  celui  de 
l'hydrogène,  c'est-à-dire  égal  à  0,0007613,  correspondent 
les  indices  de  réfraction 

NOTE  13.  nXa   =---    1,0003730,       ïlLi  =    1,0003712*. 

Dulong  a  trouvé  que  l'indice  de  réfraction  de  l'am- 
moniaque était  1,309  fois  plus  grand  que  celui  de  l'air 
atmosphérique  et  qu'on  a  par  conséquent  nNa  =  1,0003810, 
ce  qui  est  complètement  en  concordance  avec  le  résultat 
trouvé  par  Arago  et  Biot.  La  valeur  plus  petite  que 
donnent  mes  expériences  est  peut-être  due  à  un  trans- 
port de  vapeur  d'eau  dans  le  réservoir  intérieur,  car  le 
tube  à  potasse  était  assez  petit;  mais  quoique  je  me 
méfie  de  ma  détermination  de  l'indice  de  réfraction  de 
l'ammoniaque,  je  n'ai  pourtant  pas  omis  de  la  citer 
parce  qu'elle  constate  un  fait  théoriquement  remarquable. 

La  constante  de  réfraction  F  peut,  comme  on  sait, 
être  calculée  approximativement  pour  un  mélange  de 
liquides  par  la  formule 
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(fc+fl  +  ■  •  •  +Pn)P  =  PA+PA  +...+PnP„, 

où  j91?  ^>2,  ...,  ^>„  sont  les  poids  des  éléments  du  mélange 
et  Pj,  P2,  ...,  Pn  leurs  constantes  de  réfraction.  Cette 
formule  exprime  essentiellement  la  même  loi  pour  les  gaz 
que  celle  que  Biot  et  Arago  ont  les  premiers  énoncée. 
Dulong  a  calculé  la  variation  de  l'indice  de  réfraction 
produite  par  la  combinaison  chimique  des  éléments  d'un 
mélange  de  gaz  et  il  a  trouvé  que  l'indice  de  réfraction 
était  souvent  diminué  par  cette  combinaison,  mais  qu'il 
y  avait  aussi  des  cas  où  il  était  augmenté,  savoir  dans 
le  cas  des  gaz  chloroxycarbo'nique,  vapeur  d'eau,  pro- 
toxyde  d'azote,  bioxyde  d'azote  et  ammoniac.  En  ce  qui  con- 
cerne l'eau,  Dulong  s'appuya  sur  les  indications  de  Biot  et 
Arago,  d'après  lesquelles  la  réfraction  de  la  vapeur  d'eau 
était  égale  à  celle  de  l'air  ou  très  peu  inférieure;  mais  on 
obtiendra  un  résultat  tout  différent  par  la  réduction  con- 
sidérable qui  résulte  de  mes  expériences:  c'est-à-dire  que 
pour  un  mélange  d'un  poids  1  d'hydrogène  et  d'un  poids 
8  d'oxygène  on  obtiendra  la  constante  de  réfraction 

PNa   =   1.1,0325 -}--!•  0,12666  =  0,2273, 

tandis  que  celle  de  l'eau  est  0,2068,  valeur  qui,  comme 
on  voit,  est  notablement  plus  petite. 

En  ce  qui  concerne  les  deux  oxydes  d'azote,  l'in- 
dication de  Dulong  est  sans  doute  juste,  car  elle  s'appuie 
sur  les  excellentes  expériences  faites  par  lui-même 
et  de  plus  elle  est  complètement  confirmée  par  les  résul- 
tats trouvés  par  Mascart,  mais  on  remarquera  que  la 
formation  de  ces  deux  combinaisons  est  précisément 
accompagnée  d'une  absorption  de  chaleur.  Pour  cette 
raison  il  était  naturel  de  supposer  que  la  réfraction  d'un 
mélange  de  gaz  diminue,    s'ils   se  combinent  chimique- 
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ment  en  développant  de  la  chaleur,  et  qu'elle  augmente 
si  une  absorption  de  chaleur  accompagne  leur  combi- 
naison. A  cette  règle  l'ammoniaque  fait  cependant  excep- 
tion. Pour  un  mélange  d'un  poids  14  d'azote  avec  un 
poids  3  d'hydrogène,  on  trouvera  la  constante  de  réfrac- 
tion 

Pnu   =  f* -0,1571 +^-1,0325  =  0,3116, 

tandis  que  pour  l'ammoniaque  elle  est  0,3336  d'après 
les  expériences  de  Dulong  et  celles  de  Biot  et  Arago,  et 
0,3266  d'après  les  expériences  citées  ci-dessus.  On  ne 
peut  donc  pas  douter  que  la  réfraction  de  la  combinaison 
chimique  ne  soit  ici  plus  grande  que  celle  du  mélange; 
et  d'autre  part  on  sait,  tant  par  les  expériences  de 
Thomsen  que  par  celles  de  Favre,  que  la  formation  de 
l'ammoniaque  par  combinaison  de  l'azote  et  de  l'hydro- 
gène est  même  accompagnée  d'un  développement  consi- 
dérable de  chaleur. 


Le  petit  nombre  d'expériences  qu'on  a  faites  jus- 
qu'ici sur  la  réfraction  des  vapeurs  et  des  liquides  corres- 
pondants est  mentionné  dans  ce  qui  précède,  à  lexcep- 
tion  des  expériences  de  Ketteler  sur  l'acide  sulfureux. 
Il  s'est  glissé  dans  celles-ci  une  erreur  qui  amène  à  des 
conclusions  inacceptables:  car  Ketteler  indique  que  le 
poids  spécifique  de  l'acide  sulfureux  liquide  est  „ d'après 
Pierre"  1,4821  à  la  température  des  expériences,  qui 
était  de  24°,i  G.  Au  moyen  de  la  formule  de  Pierre 
(Ann.  de  chim.  et  pharm.,  t.  21),  qui  n'est  valable  que 
pour  des  températures  plus  basses  que  — 8°  G.,  on 
trouvera  le  poids  spécifique    1,4889   à  — 10°  G.     Si  l'on 
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se  sert  ensuite  des  coefficients  de  dilatation  indiqués 
par  Drion  (Ann.de  chim.,  t.  56;  Pogg.  Ann.,  t.  105)  pour 
les  plus  hautes  températures,  on  trouvera  à  24°,i  le  poids 
spécifique  1,36726.  D'après  Andréef,  ce  poids  spécifique 
est  1,36640  (Liebigs  Ann.,  t.  110);  et  si  l'on  prend  la 
moyenne  des  deux  valeurs,  on  obtiendra  1,3668,  qui  est 
notablement  plus  petit  que  le  nombre  indiqué  par  Ket- 
teler.  A  ia  température  citée  Ketteler  a  trouvé  nu  =  1,33574 
et  nNa  =  1,33835,  d'où  l'on  déduira 

PLi  =   0,15162,      PNa  =  0,15268,      a  =  0,00700. 

Pour  l'acide  sulfureux  gazeux,  il  indique  de  plus 

nLi  =    1,00068155,      nNa   =    1,00068601. 

Mascart  a  trouvé  nNa  =  1,0006820,  tandis  que  les  ex- 
périences de  Dulong  ont  donné  un  résultat  notablement 
plus  petit,  savoir  1,0006578. 

Des  expériences  de  Ketteler  on  peut  déduire,  en 
supposant  que  le  poids  spécifique  de  l'acide  sulfureux 
gazeux  est  32  fois  plus  grand  que  celui  de  l'hydrogène 
à  la  pression  et  à  la  température  normales,  c'est-à-dire 
égal  à  0,002866, 

PLi  =  0,1585,      PNa  =  0,1596,      a  =  0,00650, 

et  des  expériences  de  Dulong 

PNa   =   0,1530. 

Ici  se  répète  pour  l'acide  sulfureux  la  même  re- 
marque que  j'ai  faite  pour  tous  les  corps  examinés  par 
moi,  à  savoir  que  la  constante  de  réfraction  croît  et  que 
le  quotient  de  dispersion  diminue  (l'un  et  l'autre  très  peu 
toutefois)   par   la  transformation   du  liquide   en   vapeur. 

23 
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Le  tableau  ci-dessous  contient  les  constantes  de  ré- 
fraction pour  la  raie  de  Na  et  les  quotients  de  dispersion 
pour  les  raies  de  Na  et  Li  correspondants   aux  tempé- 
ratures  de    10°   et  20°   pour  les  liquides  et  de  100°  G. 
note  14.  pour  les  vapeurs  *. 


Eau 

Alcool 

Éther    

Chloroforme.  . 

Iodure  cTéthyle 

Sulfure  de  car- 
bone   

Acétate  d'éthyle 


Pnœ     = 


n%a—  1   1 
n*fl+2  D 


10° 


20° 


100e 


0,20615 
0,28042 
0,30264 
0,17902 
0,15571 

0,28052 
0,25466 


Pxa 


10e 


20e 


100e 


0,20608 

0,2068 

0,00611 

0,00611 

0,28066 

0,2825 

0,00535 

0,00531 

0,30287 

0,3068 

0,00537 

0,00538 

0,17909 

0,1796 

0,00592 

0,00592 

0,15578 

0,1571 

0,00893 

0,00905 

0,28086 

0,2898 

0,01405 

0,01410 

0,25493 

0,2683 

0,00537 

0,00537 

0,00522 
0,00465 
0,00522 
0,00844 

0,01369 
0,00470 


357 


NOTES. 

NOTE  1.  Un  résumé  de  ce  mémoire  se  trouve  dans 
les  Wiedemann  Ann.,  t.  XL  p.  70-103. 

La  plupart  des  notes  ajoutées  à  ce  mémoire  consis- 
tent en  des  corrections  aux  calculs  numériques.  Je  n'ai 
pourtant  fait  aucune  correction  quand  l'erreur  n'excède 
pas  quelques  unités  du  dernier  ordre  décimal.  J'ai  par- 
tout fait  la  correction  sous  forme  de  note,  à  moins  qu*e 
l'erreur  ne  fût  évidemment  une  faute  typographique, 
auquel  cas  j'ai  fait  la  correction  dans  le  texte  même. 

NOTE  2.     On  pose  ici 

nNa  =  1,00029. 
(Voir  page  323). 

NOTE  3.  Les  nombres  738,34  et  155,50  ne  concor- 
dent pas.  C'est  vraisemblablement  738,34  qui  est  incor- 
rect et  qui  doit  être  remplacé  par  748,34,  car  à  ce  dernier 
nombre  correspond  s  =  155,51. 

NOTE.  4.  Les  calculs  ne  peuvent  pas  être  con- 
trôlés, car  Lorenz  ne  cite  pas  la  valeur  du  rapport  (en- 
viron 0,21)  des  volumes  de  l'oxygène  et  de  l'azote  dans 
l'air  atmosphérique. 

NOTE  5.     Mes  calculs  donnent  73,547. 

NOTE  6.  On  fait  ici  la  supposition  que  tout  l'air 
contenu   dans  la   cucui|bite  passe  dans  le  réservoir.     Du 

23* 
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reste  on  ne  peut  pas  contrôler  les  calculs,  puisqu'on  ne 
sait  pas  la  pression  de  l'air  extérieur. 

NOTE  7.  Ici  comme  dans  tout  le  reste  du  mémoire 
à  moins  qu'une  formule  particulière  n'y  soit  invoquée, 
le  calcul  des  valeurs  de  wL(10),  »£t(20),  etc.,  a  été  fait 
en  se  servant  ou  d'une  simple  interpolation  ou  d'une 
formule  n2  =  a-\-bt,  où  les  constantes  a  et  b  sont  dé- 
terminées par  la  méthode  des  moindres  carrés. 

NOTE  8.     Le  calcul  donne  2,104009. 

NOTE  9.  Les  résultats  de  Lorenz  doivent  ici  (pour 
2^  =  59°43'5",  2a  =  38°58'51")  être  diminués  de  0,000013. 
Vraisemblablement  il  s'est  glissé  une  erreur  dans  le  calcul 
de  n. 


NOTE  10.     Mes  calculs  des  valeurs   des  indices  n 


no,   nh,  n\a  donnent  des  résultats   qui  diffèrent  par  les 
unités  du  dernier  ordre  décimal  de  ceux  de  Lorenz. 

NOTE  11.  Les  calculs  ne  sont  pas  exacts,  car  les 
valeurs  de  26  et  de  n2  ne  concordent  pas.  Les  valeurs 
indiquées  pour  2^9,  2  a  et  2è  donneraient 

riii  =  1,890718, 

Ujj     =  1,891628, 

n\a  =  1,897248, 

n*H     =  1,909351, 

w      =  1,909743. 

Vraisemblablement  une   erreur   s'est  glissée  dans  le 

n2—  1 
calcul  de  -5 — 5 —   (voir  formule  (7)). 
cos  p    v  ' 

Par  suite  les  valeurs  de  wa(â0o),  ?^(20°),  etc.,  ne 
sont  plus  exactes. 
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NOTE  12.     On  trouvera 

PLi  =  0,3243,      a  =  0,00704. 

NOTE  13.  On  trouvera,  d'après  la  valeur  de  PLi 
donnée  dans  la  note  17, 

nLi  =    1,0003702. 

NOTE  14.  Les  valeurs  de  PNa  et  de  a  relatives  à 
100°  ne  correspondent  qu'aux  vapeurs  des  corps. 

Du  reste  on  doit  remarquer  que  les  valeurs  de  a 
sont  très  incertaines.  Car  la  différence  Pya  —  Pu  est 
toujours  très  petite  et  ne  dépend  en  général  que  de  la 
valeur  du  dernier  chiffre  de  ces  nombres.  Mais,  comme 
PNa  est  calculé  par  la  formule 

PNa   =  0,002288-5, 

on  ne  peut  pas  attendre  que  plus  de  quatre  chiffres  du 
résultat  soient  exacts.  Par  conséquent  on  ne  peut  re- 
garder comme  exact  qu'un  seul  chiffre  dans  la  valeur 
de  a. 
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SUPPLEMENT  AUX  DEUX  MEMOIRES: 

«RECHERCHES  EXPÉRIMENTALES  ET  THÉORIQUES 
SUR  LES  INDICES  DE  RÉFRACTION/ 

Dans  un  mémoire  ayant  pour  titre  „Ueber  die 
Refractionsconstante"  et  insérç  dans  le  tome  XI  des  An- 
nales de  Wiedemann,  Lorenz  a  donné  un  résumé  des  deux 
mémoires  intitulés  «Recherches  théoriques  et  expérimen- 
tales sur  les  indices  de  réfraction".  Dans  ce  résumé  il 
a  dans  une  certaine  mesure  modifié  et  facilité  les  con- 
sidérations théoriques  du  premier  des  mémoires  en 
question,  et  pour  cette  raison  je  citerai  les  développe- 
ments mathématiques  de  ce  résumé. 

Lorenz  suppose  que  le  corps  considéré  est  homogène 
et  isotrope,  et  en  faisant  les  mêmes  hypothèses  sur  la 
périodicité  des  vibrations  lumineuses  et  sur  celle  de  la 
structure  du  corps  (voir  p.  257)  que  dans  le  mémoire 
cité,  il  déduit  des  équations  fondamentales 

[ôy      Ôx)      Ôz  \ôx      ôz)  ==  w2Ôf 


ôy 

Ôz  [ôz       ôy)      ôx\Ôy      ôx)  '      w2  ôt2 

AtdA^dA\^A(dA^K\     \&± 

ôx\ôx      Ôz)      ôy  [ôz       ôy)  ==  co2  ôt  ' 


2    ' 


(1) 


les  équations 
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^        _  ^    -   _  ÔZ 


et,  en  supposant  %  et  <T0  et  par  conséquent  l  égal  à  zéro, 

ll/'e,  ^,11^+11^=0     m 

Sx  m'  \Ç<rt~  &c/_t~  dy  m2  dy  "^  fe  «,"  ôz  "        '      w 

En  désignant  par  A  l'indice  de  réfraction  réduit,  il 
trouve 

Jusqu'ici  les  développements  sont  identiques  à  ceux 
du  premier  mémoire,  mais  à  partir  de  là  ils  commencent 
à  différer. 

Lorenz  fait  à  présent  l'hypothèse  que  le  corps  est 
composé  de  molécules  sphériques,  qui  ont  toutes  le  même 
rayon  s  et  qui  sont  séparées  par  le  vide  ou  du  moins  par 

un   milieu   où   la  lumière   a  la  même  vitesse  que  dans 

r 
le  vide.    Dans  cette  hypothèse  il  désigne  par  \   une  inté- 
grale qui  s'étend  seulement   aux  molécules  du   corps  et 

m 

par  \  une  intégrale  qui  s'étend  seulement  aux  intervalles 
des  molécules. 

Soient  de  plus  Vi  le  volume   des  molécules,   ve  celui 


des  intervalles;  on  aura 


Vi  =  v , 
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et  en  vertu  des  équations  (5) 


\dvÔF=     _\dvdFm  (7) 

JVe   dx  JVe    CX 

Si  l'on  désigne  par  c  cette  quantité,  et  si  l'on  pose 

F=  cx  +  (c  +  $0)<p,  (8) 


on  aura 


Uv8p=0    gt   Urflg^ c_  (9) 

jv,dx  '    J»  dx  <-'+£' 


L'équation  (6)  donnera  alors 


Le  problème  à  résoudre  est  à  présent  de  trouver 
une  relation  entre  les  deux  intégrales  qui  entrent  dans 
l'équation  précédente. 

On  aura  en  vertu  de  l'équation  (4) 

Nous  prendrons  le  centre  d'une  molécule  sphérique 
pour  l'origine  des  coordonnées  et  nous  désignerons  les 
coordonnées  rectangulaires  d'un  point  situé  à  l'intérieur 
de  la  molécule  par  xt,  yx,  zx  et  ses  coordonnées  sphériques 
par  R1  cos  0l ,  Rx  sin  Bx  cos  wx ,  Rt  sin  0X  sin  cox ,  tandis  que 
les  coordonnées  d'un  point  extérieur  seront  désignées 
par  x\  y',  z'  et  par  R'  cos  #',  R'  sin  ff  cos  a/,  R'  sin  ff  sin  <*/. 
Nous  désignerons  de  plus  le  diamètre  de  la  molécule  par 
2  e  et  la  distance  moyenne  de  deux  molécules  voisines 
par   2  e,    quantité   qui   est  définie  plus  précisément   par 
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v  =  ±7ie3N,  où  N  est  le  nombre  des   molécules   conte- 
nues dans  le  volume  v. 

Considérons  l'expression 

ô~<p      62(p      d2(p 

qui  entre  dans  l'équation  (11). 

Multiplions  cette  expression  par  —  dzdydz,  où 


et  intégrons  dans  toute  l'étendue  d'une  sphère  de  rayon 
R'.  En  vertu  du  théorème  de  Green  l'intégrale  en  question 
pourra  s'écrire  sous  la  forme 

où  (pt  et  (p'  sont  composés  avec  a?x,  yt,  ^  et  a?',  ^',  z' 
comme  <p  l'est  avec  x,  y,  z  et  où 


On  obtiendra  ensuite  en  différentiant  par  rapport  à 
x^  après  avoir  multiplié  l'expression  en  question  par 
dx1dyldz1  et  après  l'avoir  intégrée  dans  toute  l'étendue 
du  volume  de  la  molécule, 

4  il  ^R21dR1  Csin 01  dê$Lt  ^  4sin  ff  d8'Qa>'  cos  ff  (^  +  ^  \ 

La  dernière  intégrale  peut,  à  l'aide  d'une  intégration 
par  parties,  être  transformée  en 


Csin0Wcos0'.2p'  =  —  fsin2#'^0', 
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dL),LOS0      dff    R'    ~dx~" 

l'expression  que  nous  avons  obtenue  peut  s'écrire  sous 
la  forme  plus  simple 

Multiplions  enfin  cette  expression  par  RndR'  et  inté- 
grons entre  les  limites  R'  =  e  et  R'  =  e;  faisons  de 
même  pour  toutes  les  molécules  du  volume  v;  nous 
aurons  alors  en  additionnant  tous  les  résultats 


veVi  I  \dvd(p      yiv 6<p  I 


où  nous  nous  servons  des  mêmes  notations  que  dans  ce 
qui  précède,  et  où  i\  =  $t:£3N,  ve  =  %7z(ea — s*)N. 

La  dernière  intégrale  est,  en  vertu  de  l'équation  (9), 
égale  à  zéro,  et  le  résultat  de  toutes  les  opérations  se 
réduira  à 

<U) 


Wi- 


Faisons  les  mêmes  opérations  sur  tous  les    termes 
restants  de  l'équation  (11),  à  savoir 


6   ,(d(Pii\    i    ô    ,d<P  ,    ô    fd(P 


En  multipliant  par  -dxdydz  et  en  intégrant  dans 
toute  l'étendue  du  volume  de  la  sphère  de  rayon  R', 
nous  obtiendrons,  en  intégrant  par  parties  et  en  tenant 
compte  de  ce  que  <fi  est  nul  à  la  surface  de  la  sphère, 


-i****[éH£i+&i 


dzdzr 
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Différentions  cette  expression  par  rapport  à  xx,  puis 
multiplions  par  dxidij1dz1  et  intégrons  de  nouveau  dans 
tout  le  volume  de  la  molécule.  Nous  obtiendrons  alors 
le  résultat 

Si  nous  multiplions  cette  expression  par  R'2dR,  et 
si  nous  intégrons  entre  les  limites  R'  =  s  et  R'  =  e, 
l'expression  sera  seulement  multipliée  par  le  facteur  con- 
stant i(e3 — s).  On  obtiendra  enfin,  en  additionnant  les 
expressions  analogues  correspondant  à  toutes  les  molé- 
cules du  volume  v, 

Mais  la  somme  des  deux  expressions  (12)  et  (13) 
doit  s'évanouir;  on  aura  par  conséquent 

Au  moyen  de  cette  relation  entre  les  deux  intégrales 
qui  entrent  dans  (10)  on  peut  éliminer  l'une,  ce  qui 
donnera 

£i-*Hï+,)--P*  <"> 

La  solution  du  problème  est  exacte  et,  comme  on 
voit,  complète,  si  l'on  fait  l'hypothèse  que  la  vitesse  de 
la  lumière  est  constante  à  l'intérieur  de  la  molécule. 

En  effet,   si   nous   désignons  par  A{  l'indice   de  ré- 
fraction constant  -  de  la  molécule,  on  aura 
m 

<»  =  4-i, 
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et  l'équation  (14)  sera  transformée  en 


M--*"-  «F»  (2+'> 


d'où  l'on  peut  déduire 


et  l'équation  (15)  se  réduira  à 

■zl2— 1  J2  —  1 

^'+2^  :  =  -47+2*' 

Par  conséquent,  si  l'indice  de  réfraction  moléculaire 

Ai  et  le  volume   de  la   molécule   restent  constants  pour 

toute  variation  du  volume  ou  de  la  température  du  corps, 

la  fonction 

A*—  1  p 

sera  aussi  constante. 

Telle  est  la  théorie  modifiée  de  Lorenz  pour  l'indice 
de  réfraction  réduit. 

Gomme  on  voit,  cette  théorie  est  fondée  sur  l'hypo- 
thèse  que  la  fonction  -^—  est  constante  dans  les  inter- 
valles des  molécules.  Car  dans  le  cas  contraire  la  fonc- 
tion <p  définie  par  l'équation 

F  =  c*+{c+Qf% 

où 

m 


c 


Me)  (*{t) 

\dvd_F_    _\dvd_F 


varierait    en    même   temps   que   ve,    et    par    conséquent 

j^ | 

\  .      Vi  n'aurait  pas  toujours  une  valeur  constante.    Au 
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contraire  l'hypothèse  de  la  sphéricité  des  molécules  n'est 

pas  fondamentale.     Car  on  reconnaît  que  la  supposition 

ôF 
de  la  constance  de  -=—  dans  les  intervalles  des  molécules 

dx  q 

entraîne  en  même  temps  la  condition  ^-  =  0.  Mais  alors 
l'équation  (13)  du  premier  mémoire  intitulé  «Recherches 
expérimentales  et  théoriques  sur  les  indices  de  réfrac- 
tion", à  savoir  l'équation 


dv  dcp  _  1  ïdv     I  d<p 

v  dx  ~         ¥  )  v  V 


(Ï+1) 


se  réduira  à 


[dvd?  __Adv     ib±        \ 
)v  dx  »>  ^\dx^1)' 

si  l'on  suppose  que  (p  est  nul   dans  les  intervalles  inter- 
moléculaires. 

L'hypothèse  de  la  sphéricité  des  molécules  n'est 
donc  introduite  que  pour  la  facilité  des  calculs,  comme 
le  remarque  Lorenz  lui-même.  De  plus  on  voit  que  cette 
hypothèse  n'est  pas  parfaitement  exacte,  car  un  corps 
continu  ne  peut  être  composé  d'éléments  sphériques. 


THÉORIE  DE  LA  DISPERSION. 


THEORIE  DE  LA  DISPERSION. 

VIDENSK.  SELSK.  SKR.,  T.  V  (6).    1883. 

WIED.  ANN.,  T.  XX  (2),  P.  1-21.*  *  NOTE  1. 

fei  l'on  connaît  les  lois  du  mouvement  pour  un  milieu 
parfaitement  homogène  et  transparent  ainsi  que  les  lois 
du  passage  de  la  lumière  d'un  pareil  milieu  à  un  autre 
analogue,  il  sera  toujours  possible,  sans  faire  aucune 
hypothèse,  de  calculer  le  mouvement  de  la  lumière  à 
l'intérieur  d'un  milieu  non  homogène  mais  partout  par- 
faitement transparent,  si  en  chaque  point  du  milieu  Ton 
connaît  seulement  la  vitesse,  la  seule  quantité  dont  il 
s'agit  ici.  Je  chercherai  à  faire  ici  ce  calcul  dans  le  but 
de  déduire  les  lois  de  la  dispersion  d'un  corps  homogène 
et  isotrope,  en  particulier  pour  rechercher  si  elles  dépen- 
dent de  la  longueur  d'onde  et  du  poids  spécifique. 

Il  y  a  déjà  vingt  ans  que  dans  ma  théorie  de  la 
lumière  j'ai  établi  les  lois  générales  du  mouvement  de  la 
lumière  pour  une  vitesse  variable  de  propagation.  Je 
déduirai  de  nouveau  ici  ces  lois  générales  d'une  manière 
nouvelle  et  plus  simple  sans  m'appuyer  sur  mes  travaux 
antérieurs. 

De  plus,  le  problème  étant  de  déterminer  le  mouve- 
ment à  l'intérieur  d'un  corps,  il  faut  nécessairement  faire 
une  hypothèse  déterminée  sur  sa  constitution.  On  ne 
peut    guère    douter    que   les  corps    ne  soient    composés 
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d'atomes  ou  de  molécules  séparées,  et  l'on  reconnaît  de 
plus  par  ma  théorie  de  la  constante  de  réfraction,  qui 
s'est  montrée  en  bonne  concordance  avec  l'expérience, 
qu'une  partie  du  milieu  lumineux  reste  liée  invariable- 
ment avec  les  atomes  pour  toutes  les  variations  de  l'état 
physique,  tandis  que  la  lumière  se  propage  dans  le  reste 
du  milieu  avec  la  même  vitesse  que  dans  le  vide  des 
espaces  interstellaires. 

D'ailleurs  un  vaste  champ  reste  ouvert  aux  hypo- 
thèses sur  le  groupement  des  atomes  et  la  dépendance 
du  milieu  lumineux  par  rapport  à  ce  groupement;  mais 
provisoirement  on  doit  se  contenter  de  faire  les  calculs 
dans  les  hypothèses  les  plus  simples  qu'on  puisse  imaginer. 
Pour  cette  raison  je  supposerai  que  la  vitesse  de  la 
lumière  en  un  point  voisin  d'un  atome,  considéré  comme 
un  point  mathématique,  soit  une  fonction  de  la  distance 
du  point  considéré  à  cet  atome,  que  cette  fonction  soit 
la  même  pour  tous  les  atomes,  que  la  vitesse  à  une  plus 
grande  distance  soit  la  même  que  dans  le  vide,  enfin  que 
les  atomes  soient  disposés  d'une  manière  accidentelle, 
mais  telle  cependant  que  le  corps  soit  isotrope. 

On  pourra  ici  faire  l'objection  que  le  mouvement 
interne  des  atomes  est  aussi  un  fait  incontestable  dont 
on  doit  tenir  compte.  D'après  les  idées  reçues  actuelle- 
ment le  mouvement  général  se  compose  de v deux  parties, 
à  savoir  d'un  mouvement  qui  est  identique  à  la  chaleur 
et  d'un  autre  qui  s'opère  en  mesure  avec  les  vibrations 
lumineuses  et  qu'on  suppose  être  la  cause  de  l'absorption 
et  du  rayonnement  de  la  lumière  par  les  corps. 

Quoique  je  ne  regarde  pas  l'identité  de  la  chaleur 
et  des  mouvements  intérieurs  comme  un  fait  démontré, 
je  ne  doute  pas  de  l'existence  de  tels  mouvements,  mais 
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les  vitesses  en  question  seront  tellement  petites  relative- 
ment à  celle  de  la  lumière,  qu'elles  n'auront  aucune  in- 
fluence appréciable  sur  le  mouvement  lumineux.  La 
seule  trace  connue  de  l'influence  du  mouvement  des 
corps  sur  la  lumière  (si  l'on  excepte  une  expérience  de 
Fizeau  vieille  de  33  années  et  très  douteuse,  sur  le  passage 
de  la  lumière  à  travers  l'eau  en  mouvement)  est  l'aber- 
ration des  étoiles;  mais  la  vitesse  moléculaire  est  de 
beaucoup  inférieure  à  celle  de  la  Terre  dans  l'espace. 
La  seconde  espèce  de  mouvements  forme  la  base  des 
travaux  modernes  sur  la  théorie  de  la  lumière  relative 
à  l'absorption  et  à  l'émission.  On  pourrait  dès  l'abord 
objecter  contre  l'hypothèse  de  ces  mouvements  que,  s'il 
est  nécessaire  que  les  atomes  d'un  corps  exécutent  comme 
la  lumière  500  trillions  de  vibrations  par  seconde,  le 
corps  serait  le  siège  de  forces  tellement  énormes,  que  le 
déplacement  des  atomes  contenus  dans  un  gramme  à 
la  distance  d'un  trillionième  de  millimètre  de  leur  position 
d'équilibre  exigerait  une  pression  d'un  trillion  de  kilo- 
grammes. Cependant  cette  hypothèse  n'a  pas  été  inventée 
pour  l'explication  d'un  mouvement  des  corps  pesants 
qui  serait  produit  directement  par  la  lumière,  car  nous 
ne  connaissons  pas  un  tel  effet  de  la  lumière,  mais 
seulement  pour  l'interprétation  de  certains  phénomènes 
optiques  qui  peut-être  peuvent  aussi  être  expliqués  d'une 
autre  manière.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  sera  en  tout  cas 
nécessaire  de  calculer  auparavant  les  vibrations  du  milieu 
lumineux  qui  entoure  les  atomes  en  supposant  que  les 
atomes  eux-mêmes  sont  en  repos.  Si  l'on  reconnaissait 
ensuite  qu'il  est  nécessaire  de  supposer  une  vibration 
des  atomes  eux-mêmes,  on  pourrait  en  tenir  compte  par 
après. 
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Les  lois  générales  bien  connues  des  vibrations  de  la 
lumière  dans  un  milieu  isotrope  et  parfaitement  homo- 
gène peuvent  être  exprimées  par  les  équations  suivantes: 


At=    ±Ô-A        a  ld_ll        A"-    L^l 

^  '  '  a2  Ôf  '     ^  "  a2  dt2  '       ^  ""  a2  dt2  ' 

dl  +  h  +  K=e==0 


(1) 


ou  £,  y,  C  sont  les  composantes  des  vibrations  lumi- 
neuses, et  où 

ôx2^ dy2^  dz2'' 

a  désigne  la  vitesse  constante  de  propagation  de  la 
lumière. 

En  passant  d'un  tel  milieu  à  l'autre,  où  la  vitesse 
de  propagation  est  différente,  le  rayon  satisfera  à  la  loi 
bien  connue  du  sinus,  tandis  que  les  rapports  des  ampli- 
tudes des  rayons  incident,  réfracté  et  réfléchi  seront, 
d'après  les  lois  trouvées  par  Fresnel,  égaux  à 

.  ,  2cos«sin/9         .  tg(«  —  fi) 

:sm(a  +  fi)cos(a—fi):tg(a  +  fi)' 

si  les  vibrations  du  rayon  incident  sont  situées  dans  le 
plan  d'incidence,  et  à 

m  âcosasin/^      sin (a— fi) 
'  sin  («  +  /?)  '~sin («+/?)' 

si  elles  sont  perpendiculaires  à  ce  plan.  L'angle  d'inci- 
dence est  désigné  par  a  et  l'angle  de  réfraction  par  fi. 
On  suppose  ici  que  le  plan  de  polarisation  est  perpen- 
diculaire à  la  direction  des  vibrations. 

La  théorie  développée  par  moi  s'appuie  uniquement 
sur  l'hypothèse  que  ces  lois  sont  valables  dans  tous  les 
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cas,  en  sorte  que  tout  écart  de  ces  lois  provient  de  ce 
qu'aucun  corps  n'est  parfaitement  homogène  et  que  le 
passage  d'un  corps  à  l'autre  s'opère  graduellement  sans 
solution  de  continuité. 

On  peut  aussi  exprimer  les  lois  indiquées  ci-dessus 
d'une  autre  manière.  Si  le  plan  des  coordonnées  yz  est 
pris  pour  plan  de  séparation  des  deux  milieux,  les  quatre 
quantités 

^,    c'     dx      %'     Ôx      Ôz 

auront  les  mêmes  valeurs  des  deux  côtés  du  plan  de 
séparation,  ce  qui  est  une  conséquence  des  lois  citées, 
qui  peuvent  à  leur  tour  être  déduites  de  cette  proposi- 
tion.   D'où  il  suit  que  par  exemple 

L(h_dA\  et  L(°i-*Ç\ 

Ôx\Ôx      dy)  dz\dz       dy) 

ont  partout  une  valeur  finie,  même  pour  x  =  0.  En 
additionnant  ces  quantités,  on  obtiendra 

Cette  expression  aura  par  conséquent  partout  une 
valeur  finie.  On  peut  donc  en  vertu  de  la  seconde 
équation  (1)  former  l'équation 

J*V      dy        co2  ôt2' 

valable  pour  les  deux  milieux,  où  w  est  la  vitesse  de 
propagation,  dont  les  valeurs  diffèrent  dans  les  deux 
milieux.  D'une  manière  analogue  on  peut  des  conditions 
relatives  à  la  limite  déduire 
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aC      6z  ~  <o2  df  ' 

et  comme  le  plan  de  séparation  a  été  pris  arbitrairement 
pour  plan  des  xy,  on  obtiendra  par  permutation  des 
lettres 

de         1  ô2$ 


4£- 


Toutes  les  lois  du   mouvement  de   la   lumière  sont 
donc  exprimées  par  trois  équations   aux    dérivées    par- 
note  2.   tielles  *,  d'où  l'on  peut  sans  difficulté  déduire  inversement 
les  lois   dont  nous  nous  sommes  servi  comme  point  de 
départ.      Les    équations    différentielles    trouvées    doivent 
aussi  être  valables  si  l'on  considère  io  comme  une  fonc- 
tion  arbitraire   de  x,  y,  z.     Elles    ne    donnent    pas    de 
renseignements  nouveaux,  et  on  pouvait  s'en  passer,  mais 
elles  ont  une  grande  importance  pour  le  calcul  pratique. 
Si  nous  bornons  le  calcul  à  un  mouvement  ondu- 
latoire de  période  donnée,    nous   pourrons  exprimer   la 
manière  dont  il  dépend  du  temps  par  le  facteur  commun 
note  3.   complexe  ekti* 

Si  nous  posons 

k2 

^  =  ^ 

les   équations  différentielles   trouvées  ci-dessus  se  rédui- 
ront à 

*#-£+/* -o,   4,_j|+„  -  o. 


4C-2+K-0. 


(2) 


Je  chercherai  en  premier  lieu  à  déterminer  le  mouve- 
ment de  la  lumière  dans  un  milieu  composé  de  couches 
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sphériques  concentriques,  où  la  vitesse  de  propagation 
n'est  fonction  que  de  la  distance  r  au  centre.  Dans 
l'intérieur  de  chaque  couche,  fi  est  supposé  constant;  il 
peut  au  contraire  prendre  des  valeurs  différentes  dans  les 
différentes  couches.  Il  va  sans  dire  que  cette  supposition 
n'exclut  pas  le  cas  d'une  variation  continue  de  p.,  car 
on  peut  toujours  supposer  que  l'épaisseur  des  couches 
diminue  indéfiniment. 

Si  l'on  pose  *  *  note  4. 

et  si  Ton  multiplie  les  équations  (2)  respectivement  par 
x,  y,  z,  on  obtiendra  en  additionnant 

.  lô(r2d), 

Ap  —  --for-+w=0'  (3) 

Si  l'on  différence  les  mêmes  équations  (2)  par  rap- 
port à  x,  y,  z,  on  obtiendra  en  additionnant 

*+£?-»■  (*) 

Quoique  la  valeur  de  /i  change  brusquement  à  la 
surface  de  séparation,  il  y  a  pourtant  certaines  fonctions 
des  composantes  des  vibrations  qui  varieront  d'une  ma- 
nière continue.    On  reconnaît  ainsi  par  l'équation  (3)  que 

\d"(rp)      lô(r2Q) 
r     t  r:         r     dr 

est  partout  fini,  d'où  il  suit  que 


or 


est  une  fonction  continue,    qui   par  conséquent  aura  la 
même  valeur  des  deux  côtés  de  la  surface  de  séparation, 
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où  {jl  est  discontinu.    J'exprimerai  cette  circonstance  par 
l'équation 


or 


Mais  de  plus,  p  étant  constant  des  deux  côtés  de  la 
surface  de  séparation,  6  aura  la  valeur  zéro,  et  la  con- 
dition se  réduira  à 

PMI 


or 


=  0.  (5) 


Une   seconde   condition  relative  à  la  limite  provient 
du  fait  que 

»-m 

est  partout  fini,   parce  que  les  dérivées  par  rapport  à  r 

s'évanouissent   dans   cette   expression.     Si   l'on   introduit 

la  valeur  de  6  donnée  par  l'équation  (4),  l'expression  se 

réduira  à 

_\_d_ 

H  or 


r\r  ) 


d'où  il  suit  que  pp  est  une  fonction  continue,  et  qu'on  aura 
en  conséquence  pour  toutes  les  surfaces  de  séparation 

[Mp]  =  0.  (6) 

Ces  deux  conditions  relatives  aux  limites,  combinées 
avec  l'équation  différentielle 

A2p+pp  =  0,  (7) 

valable  dans  l'intérieur  de  chaque  couche,  où  p  est  con- 
stant, suffisent  à  la  détermination  de  p. 

Si  dans  la  première  équation  (2)  l'on  pose  x  =  /cos^, 
ou  reconnaîtra  que 

62(,%-)    es         .  de  . 

.  --'  —  7T-  r  cos  w  +  -.  -  sin  ç 

.  r  Or  T         Oip  J 
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a  partout  une  valeur  finie.     Comme  de  plus 

l(rp±_6_m  et  ,_L(e\ 

Ôr2  ôr  °       ê,\r) 

sont  partout  finis,   ainsi   que  nous   l'avons  démontré  ci- 
dessus,  on  reconnaît  que 


<?2(rf)  <9>   .     . 


Ut 


(9 


a  partout   une  valeur  finie.     Cette   expression  peut  être 

transformée  en 

d2(rÇ)       d  (dp 

dr2 


Ôr  \ôx) ' 
et  on  obtiendra  la  condition  relative  à  la  limite 


d(r$)      dp 

ôr        ôx 


=  0. 


(8) 


Comme  de  plus  cette  expression  est  partout  finie  et 
que  par  conséquent 

d(r$)      Ôp 

l'est  aussi,   on  obtiendra  la  nouvelle  condition  relative  à 
la  limite 

\?Ç—px]  -  0.  (9) 

D'une  manière  analogue  on  formera  les  équations 


fl(r,) 

Sp] 

6r 

ôy 

6(rÇ) 

dr 

dp,] 

8z 

=  0,    \fyj-Py\  =  0, 
=  0,    [t*Ç-f*]  =  0, 


(10) 


auxquelles  il   faut  adjoindre  les  équations  différentielles, 
valables  au  dehors  des  surfaces  de  séparation, 

dJ+M$  -  0,     Afl+m  =  0,     J£+(tC=  0.     (11) 
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D'ailleurs  on  doit  avoir  ici  0  =  0. 

Les  fonctions  p,  £,  y,  C  peuvent  être  développées  en 
séries  de  fonctions  sphériques.  Je  me  servirai  pourtant 
ici  de  fonctions  dont  la  forme  diffère  de  celle  des  fonc- 
tions sphériques  ordinaires,  ce  qui  facilite  considérable- 
ment les  calculs. 

Si  l'on  pose 

et  si  l'on  fait  l'hypothèse,  suffisante  pour  les  calculs, 
que  p.  £,  y  sont  des  fonctions  paires  de  z  et  que  £"  au 
contraire  est  une  fonction  impaire  de  z,  on  peut  em- 
ployer les  développements  suivants 


(12) 


où  les  sommations  s'étendent  relativement  à  m  de  m  =  0 
à  m  =  n  dans  les  trois  premières  séries  et  à  m  =  n  —  1 
dans  la  dernière,  et  relativement  k  n  k  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  de  n  =  0  à  n  =--  oc.  Les  coeffi- 
cients ^,  ££',  ?y™,  C™  sont  seulement  fonctions  de  r.  De 
plus  on  peut  remarquer  que,  si  les  calculs  amènent  des 
dérivées  par  rapport  à  z  d'un  ordre  plus  élevé  que  le 
premier,  celles-ci  peuvent  être  éliminées  au  moyen  de 
l'équation 

j2v:  =  0. 

D'autre  part  on  reconnaît  par  la  définition  de  V™  que 

NOTE  5.  — -^    = ! F™.* 

or  r 


381 


Si  Ton  introduit  les  séries  dans  les  équations  (7)  et 
(11),  on  verra  que  les  coefficients  p™,  fj,  ^j1,  Ç™  doivent 
satisfaire  à  l'équation 


Un 

dr2 


-fw»  =  o 


r   ar 


(13) 


*  =  14 


Cette    équation   admet  les   deux    intégrales   particu 


lières 
=  r**+*  I 


f* 


ffr4 


tir 


2(2w  +  3)   l   2.4-(2w  +  3)(2w  +  5) 


^v 


2(2w—  1)   '   2-4. (2«—  l)(2n  —  3) 
Par  suite  on  peut  écrire 
pm  =  A:7"^  +  *m0  ,     ?"  =  a772^  4-a7"^ 

rn  n  Tn     I        »  r  re  '       *ra  n  Tn    I        n  r: 

^    =    })m        -l-Qm^  Cm    =    cm  I        m  ^ 


(15) 


où  tous  les  nouveaux  coefficients  sont,  aussi  bien  que  //, 
constants  dans  l'intérieur  de  chaque  couche,  mais  pren- 
nent des  valeurs  différentes  quand  on  passe  d'une  couche 
à  l'autre.     En  vertu  des  équations  (14),  on  obtiendra* 


i£- <*•+!>* 


r  dr 


2n— 1 


</>n-i, 


,2n+2 


d_ 
dr 


2^  +  3  ?*+1 


(16) 


En  vertu  de  la  définition  de  F™,  on  aura 

xV°0  +  r2Vï  =  0,     yV°o  +  r2Vl  —  0. 

Si  l'on  différence  la  première  équation  (n—m)  fois 
par  rapport  à  x  et  ?»  fois  par  rapport  à  */,  et  la  seconde 
équation  (n—m-\-l)  fois  par  rapport  à  x  et  (m  —  1)  fois 


(14) 


NOTE 
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par  rapport  à  y,  on  obtiendra  deux  équations,  qui  peu- 
vent aisément  être  transformées  en 


p*-.  !  (17) 

n— 1    *  f 


(%n  +  \)xV™  =  -^^'+1-(w2-m2)F«_1  +m(m-  1)F^2, 
(%n+\)yV™-x  =  -rHr™+^n-ni+\)(n-m)V™_r(%n-m+i)(m-\) 

D'une  manière  analogue  on  obtiendra  au  moyen  des 
*  note  7.  dernières  équations  * 

^„+l)zV"'=-r^(V:)Hn-m)(n-m-l)^(V:_2)+m(m-\)^(V^.  (18) 

Par  différentiation  de  cette  équation  par  rapport  à  z% 
on  obtiendra  en  remplaçant  n  par  (n  —  1) 

(2W  +  l)sA(F?_i)  =  ^r;r^ 

—  [(»  -  ?»  -  1  )2+  «  +  m8]  F^  -  m  (m  - 1  )  VJ£*.  (  19) 

Les  quatre  quantités  p,  f,  ?y,  f  sont  liées  par  les 
équations 

Pour  développer  les  relations  entre  les  coefficients 
p* ,  etc.,  qui  sont  une  conséquence  de  ces  équations,  on 
forme  les  séries  suivantes,  où  s  est  un  nombre  arbitraire, 


d(rszÇ) 


rH-ig  =  zç»  ((«-n)r'-i^^(F*_1)  +  r'+«(F«+1  +  Fî4f)). 


<9r 

Le  premier  membre  de  l'équation  qu'on   obtient  en 
additionnant  ces  trois  équations  sera 

dr     ~Z  dr  »' 
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Dans  le  second  membre  on  introduit  les  valeurs  de 
xV™ ,  yV™  et  z-k-{V™_Ù  trouvées  ci -dessus,  puis  on 
éo-ale  des  deux  côtés  les  coefficients  de  Vm.  De  cette 
manière  on  obtient,  si  l'on  pose  s  =  w+1, 

2w-l  \d(pm) 

v/  n/  _i_  fim     _J_  ^-1 r™     —  ^-2  0         (90\ 

2w+lr    rfr      '    ^-i-TVn-i       W-i      *— *  —  u»       l-u; 

et  si  l'on  pose  s  =  — w, 
2w-j-3 


n+2|.(^)+ (*+î)(~+i)ej!?-(<»+  v—ocn 


2w+l 

-(m+l)(2w— w+l)^1^-^— m+2)(«— w+1)^-/  — (w+2)(m-fl)££+2 
l.((n— jfi^+m^+n+l)^— (»-m+2)(n— m  +  lJC*^1  =  0.  (21) 

Si  l'on  introduit  ici  les  expressions  de  p™ ,  etc., 
données  par  les  équations  (15),  on  obtiendra  au  moyen 
des  équations  (16) 


\  /     rc      i        « — 1     i        n — 1  n — 1  «—1  ' 

r"  ..m  _J_  „m       _J_  Qm—i         ^m  ..m— 2   A        I  \ — ) 

2rc 


_   ym    1    am         \Qm—\ ym       rm— 2   __    f) 


f  (m-w+2)  (w-m+ 1)  fc^1-  (ro+2)  (m+ 1)  c™+t2-  ((w- w)2+  w2+  n+ 1)  c* 

Ë(w-m+2)(w-w+ 1)^-2  =  0, 

-(2n  +  3)^  +  (m  +  2)(w+l)«^-12-((w  +  l)2-w2)«;"+1 

l(m  +  l)(2w-w  +  l)^+l1  +  (w-w+2)(w-m+l)/9™-11 

-  (w+2)  (ro+ 1)  ^+f-((w-w)"+w,+(w+ 1))  ^+1-(«-m+2)(w-»M+ 1)^2  =  0. 

Outre  ces  relations  entre  les  coefficients  constants 
dans  l'intérieur  de  chaque  couche,  il  faut  encore  chercher 
les  relations  entre  les  coefficients  correspondants  à  deux 
couches  voisines.  Si  l'on  désigne  par  un  accent  les  coef- 
ficients relatifs  à  la  couche  intérieure  et  si  r  est  le  rayon 


(23) 
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de  la  surface  de  séparation,  on  trouvera  en  vertu  de; 
équations  (5)  et  (6) 

/,„ <*(>->.)  ,   xmd(r-"<pn)  _  ,,„Ar-y'„)        ,md(r-f„) 
•       dr       ^»       dr  »        dr     "^   "  '     dr 

ou  fn  et  $,  sont  des  fonctions  analogues  à  <pn  et  ^„  for- 
mées en  remplaçant  p  par  //. 

Quand  la  surface  en  question  est  celle  qui  est  la 
plus  proche  du  centre ,  les  coefficients  k'r'"  et  *£"■  corres- 
pondent à  la  couche  sphérique  centrale.  Ici  il  faut  né- 
cessairement que  tous  les  coefficients  x™  s'évanouissent, 
car  dans  le  cas  contraire  p  serait  infiniment  grand  au 
centre  lui-même.  Fm  peut  être  éliminé  par  les  équa- 
tions (24).  Puis  on  peut  passer  à  la  surface  de  sépara- 
tion suivante,  et  en  continuant  de  cette  manière  on  voit 
qu'on  peut  pour  une  couche  quelconque  trouver  une 
équation 

«T    =  Pn*ïi  (25) 

ou  pn  dépend  seulement  de  n  et  des  valeurs  que  pren- 
nent p  et  les  rayons  des  surfaces  de  séparation  à  l'inté- 
rieur de  la  couche  en  question. 

De  même  on  obtient  au  moyen  des  équations  (8), 
(9),  (10),  si  l'on  introduit  les  séries  et  si  l'on  compare 
les  coefficients  de  V™  dans  les  deux  membres,  six  équa- 
tions qui  peuvent  être  réduites  au  moyen  des  équa- 
tion (20)  et  (21)   aux    deux  conditions    aux  limites  sui- 


NOTE  8. 


vantes  * 

[*  (?':'  -  :;)  -  (»  -  »  + 1)  fer 

-•-cr*): 

]  =  o, 

i  («•  (C -  CD -(n-m+l)  (yj"n- 

-:r2)) 

=  0. 
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Si  l'on  pose  pour  abréger 

m  (a™  —  c™)  —  (n  —  m  +  1)  (b™~x 


on  obtiendra 


1 pin— 2\    __    gm       \ 

n      )   -         »  '    I    (26) 


n  dr  n     n  dr  n    dr    '     »    c^r 

où  les  lettres  accentuées  ont  la  même  signification  que 
plus  haut.  A  l'aide  des  équations  (27)  on  obtiendra  de 
la  même  manière  que  ci-dessus 

om  =  a  sm. 

n  J-n    n  ' 

où  q  dépend  seulement  de  n  et  des  valeurs  que  pren- 
nent pL  et  r  à  l'intérieur  de  la  couche  en  question. 

Après  avoir  développé  de  cette  manière  les  équa- 
tions générales  dont  on  a  besoin  pour  le  calcul  du 
mouvement  de  la  lumière  dans  un  milieu  lumineux  com- 
posé de  couches  concentriques,  homogènes  et  sphériques, 
je  passerai  à  la  détermination  du  mouvement  de  la 
lumière  dans  l'intérieur  d'un  corps  isotrope,  où  je  con- 
sidère les  atomes,  ainsi  que  je  l'ai  dit  dans  l'introduction, 
comme  des  points  autour  desquels  le  milieu  lumineux 
est  disposé  en  couches  concentriques  jusqu'à  une  certaine 
distance,  tandis  que,  en  dehors  de  cette  distance,  qui 
est  moindre  que  la  moitié  de  la  distance  moyenne  de 
deux  atomes  voisins,  le  milieu  lumineux  est  identique  à 
ce  qu'il  est  dans  le  vide. 

Si  d  est  la  distance  moyenne  de  deux  atomes  voi- 
sins, et  si  l'on  suppose  que  les  vibrations  de  la  lumière 
sont,  à  la  distance  d  d'un  atome,  parallèles  à  l'axe  des  y, 
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si  de  plus  l'on  suppose  que  la  propagation  du  mouve- 
ment s'opère  dans  la  direction  de  l'axe  des  a?,  on  pourra 
pour  x  =  â  poser 

£  =  0  ,     f  =  0,    y  =  éP-**F%  (29) 

où  F  est  une  fonction  qui  reprend  périodiquement  la 
même  valeur  d'un  atome  à  l'autre.  La  dernière  for- 
mule représente  donc  un  mouvement  ondulatoire  qui  se 

k 
propage  dans  le  corps  avec  la  vitesse  j . 

Pour  rechercher  plus  précisément  le  sens  de  la  fonc- 
tion F,  nous  considérons  deux  atomes  dont  la  distance 
est  Q2d.  Une  ligne  droite  qui  passe  par  les  deux  atomes 
coupe  les  deux  surfaces  sphériques  qui  sont  en  contact 
et  dont  le  rayon  est  d  aux  trois  points  A,  B  et  C.  Les 
valeurs  que  prend  F  tout  le  long  de  cette  droite  peu- 
vent être  représentées  par  une  courbe,  qui  se  répète  de 
A  à  B  et  de  B  à  C  de  la  même  manière.  Par  consé- 
quent F  aura  les  mêmes  valeurs  en  A  et  en  /?,  et  les 
tangentes  à  la  courbe  en  ces  deux  points  seront  paral- 
lèles.   Gomme  la  direction  de  r  est  comptée  positivement  à 

ri  F 
partir  du  centre  dans  le  deux  directions,  -^-  prendra  en 

A  et  en  B   des  valeurs   numériquement   égales   mais   de 
signe  contraire. 
On  aura 

dans  cette  série  les  termes  seront  égaux  pour  des  points 
diamétralement  opposés  et  auront  le  même  signe  pour 
n  pair,  le  signe  contraire  pour  n  impair.  Par  conséquent 
on  aura  pour  r  =  S 
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plxi  Y(~)Tn.  ym  _l_  „w        ym       \    p—lxi  Y(^m  ym  „ro        Vm       \ 

(plxi  yCfjn  ym  _l_  „m        ym       \  4_  p—lxiyr^m  ym  tfn        ym       \\    A 

Ces  équations  peuvent  être  transformées  en 

5  5  (3°) 

Ces  deux-ci  sont  valables  pour  les  points  de  con- 
tact de  la  surface  sphérique  avec  une  autre  surface 
sphérique  de  la  même  nature.  Pour  cette  raison  le  nom- 
bre de  ces  points  est  limité;  mais  la  position  de  ces 
points  est  accidentelle,  et  le  corps  étant  supposé  isotrope, 
la  probabilité  pour  qu'un  point  arbitraire  soit  un  point 
de  contact  est  partout  la  même.  C'est  pourquoi  je  sup- 
pose que  les  équations  précédentes  sont  en  général  va- 
lables pour  tous  les  points  de  la  sphère  r  =  à. 

Pour  la  discussion  ultérieure  de  ces  équations  il 
importe  de  remarquer  qu'on  peut  considérer  Ix  comme 
une  quantité  très  petite.  Helmholtz  s'est  déjà  servi  de 
cette  circonstance  (Pcgg.  Ann.,  t.  154,  p.  584) ,  car  dans 
sa  théorie  de  la  dispersion  il  a  pris  comme  point  de  dé- 
part la  supposition  que  la  distance  des  particules  pon- 
dérables est  infiniment  petite  en  comparaison  d'une  lon- 
gueur d'onde.  On  sait  qu'en  réalité  on  a  pu  tout  au 
moins  se  former  une  idée  de  ces  distances.  Ainsi  la 
longueur  d'onde  de  la  lumière  visible  est  dans  l'eau 
approximativement  10000  fois  plus  grande  que  £,  et  dans 
les  gaz,  même  pour  la  plus  grande  raréfaction  pour  laquelle 
la  dispersion  est  encore  appréciable,  la  longueur  d'onde 
doit  être  quelques  centaines  de  fois  plus  grande  que  d. 

25 
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note  9.  Or  on  a  * 

10  2îT  %7T 

JV  étant  l'indice  de  réfraction  du  corps,  0  la  vitesse  de 
la  lumière  dans  le  vide,  et  À  la  longueur  d'onde,  corres- 
pondante de  même  au  vide.  Par  la  dernière  équation 
on  reconnaît  que  Ix,  qui  ne  peut  dans  les  formules  ci- 
dessus  excéder  là,  doit  être  une  petite  quantité  du  même 

ordre  que  y . 

De  plus  on  peut  remarquer,  si  l'on  désigne  par  fiô 
la  valeur  de  p.  pour  r  =  â,  qu'on  aura 

l2 

N2=-. 

On  en  peut  conclure  que  fiââ2  sera  infiniment  petit 
du  second  ordre,  si  ld  est  considéré  comme  une  quantité 
infiniment  petite  du  premier  ordre,  et  que  par  consé- 
quent A72  se  présentera  comme  un  rapport  de  deux 
quantités  infiniment  petites  du  second  ordre. 

Par  conséquent,  si  Ix  est  considéré  comme  une 
quantité  infiniment  petite,  on  tirera  des  équations  (30) 

fir  ^V2n  Y  2n\lXl  ftr  ^fon  +  i   Y  2n+l  U" 

On  en  déduit  au  moyen  de  la  première  équation  (17) 
par  comparaison  des  coefficients  de  V™n+l  et  V™n  pour  r  =  â 
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/        r2  (2w  +  2)2-m2  (w  +  2)(w+l)   m,A      m 

"V~4w+l^2n        4rc  +  5      ^2n+2  4rc  +  5       v2«+2>|  +  ^2«+i      u' 

rfrr2w+2\    4rc-l^2w"1         4w  +  3      ^2"+l  4w  +  3        ^2"+1/       V     ; 

J Y)m      =     0 

Clrr2n+i'/2n 

Si   l'on  pose   «  =  0,    m  =  0,    on   obtiendra  pour 

!  -^KkKM  -  »• !    |33) 


Gomme  on  peut  à  volonté  considérer  r2^0  comme 
une  quantité  finie,  les  quantités  rf  et  yf  peuvent  être 
négligées,  à  moins  qu'elles  ne  soient  finies.  Pour  cette 
raison  on  pourra  négliger  le  premier  terme,  dans  lequel 
entre  le  facteur  Ir  de  la  seconde  équation  (32),  si  l'on  pose 
n  =  1,  m  =  0  ou  m  =  2,  et  alors  on  aura  pour  r  =  â 

On  en  déduit  la  relation  suivante  correspondante  à 
la  couche  extérieure  jusqu'à  r  =  o 

n°2d5=  3$,     U\iï  =  3$, 

si  l'on  introduit  les  coefficients  constants  (équation  (15)) 
en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites.  De  plus 
on  aura  en  vertu  des  deux  premières  équations  (29) 

atf+d  =  0,     iW+rf-  0, 

relations  qui  sont  valables  pour  la  même  couche. 

Si  l'on  pose  en  outre  dans  la  seconde  équation  (22) 
n  =  3,  m  =  1  ou  m  =  3,  on  obtiendra,  en  négligeant 
le  premier  terme,  qui  est  infiniment  petit, 

25* 
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«S+£-rf  =  o,   fi-r\  =  °< 

et  les  équations  (23)  donneront  pour  n  =  1,  m  =  1 
note  îo.  _3^_4^  +  2è°2  —  3cJ  =  0*, 

Ces  huit  équations  ne  suffisent  pourtant  pas  à  la 
détermination  des  8  constantes  comme  fonctions  de  xj, 
car  on  verra  que  parmi  ces  équations  se  trouve  une 
identité.  Cependant  on  tirera  des  équations  (26)  et  (28) 
pour  n  =  2,  m  =  1 

s\  =  al-cl-Vbl,     *i  =  aj— fi— 2#,     4  —  &<, 

qui  combinées  avec  les  équations  ci-dessus  donneront 

W  =  -2$,     ^  =  -3$, 
et  par  conséquent 

3$<r  =  2&v 

Mais  comme  <?2  dépend  seulement  des  valeurs  que 
prennent  n  et  les  rayons  des  surfaces  de  séparation  en 
dedans  de  la  couche  extrême,  il  faut  qu'on  ait  $  =  0. 
Ensuite  on  obtient  en  vertu  des  équations  déduites  ci- 
dessus 

b\  -  0,     b\<?  -  f£  -  —  *j4- 

Si  de  plus  dans  les  équations  (22)  on  pose  n  =  1, 
m  =  1,  on  obtiendra  les  relations 

K  +  K  -  0,    1^;+$  =  0, 

valables  pour  toutes  les  couches.  Pour  la  couche  extrême, 
où  [i  est  désigné  par  fi$,  on  obtiendra  par  suite,  en  con- 
servant les  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre, 

9;  =  —  £(r— ta,rO-i/«**i- 
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Les  équations  (33)  peuvent  être  transformées  en 

W(*l*,'-i*D+'»î*,+£  -  o, 
-u(b'1s'-m+f'â(^àr+xi)  =  o, 

d'où  l'on  peut  déduire 

En  vertu  de  l'équation  (25)  on  aura 

De  plus  on  aura  en  vertu  de  la  première  équa- 
tion (29)  pour  r  =-  â,  $\  =  0 ,  en  négligeant  les  quan- 
tités infiniment  petites  d'un  ordre  supérieur, 

a\ê?+a[  =  0, 

et  si  l'on  pose  n  =  2,  m  =  1  dans  la  seconde  équa- 
tion (22)  en  négligeant  le  premier  terme,  infiniment  petit 
du  second  ordre, 

d+fii  -  o, 

équation  qui  est  valable  pour  la  couche  extrême. 

Les  équations  (26)  et  (28)  donneront  pour  n  =  1, 

m  =  1 

a\-b\  =  *;,  «;-#  =  *;,  *;  -  ^. 

En  conséquence  de  ces  équations  on  aura 

fi-  ^ 

6;     ^+2^3* 

L'indice  de  réfraction  est  donc  déterminé  par  l'équa- 
tion simple 
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où  pt  et  qx  sont  deux  quantités  indépendantes  de  â. 

-  note  11.  *Nous  avons  supposé  que  fir2  était  infiniment   petit 

dans  la  couche  extrême  située  immédiatement  en  dedans 

de  r  =  d;  mais  dans  les  couches  intérieures  cette  quantité 

doit  avoir  une  valeur  différente  de  zéro,  si  la  lumière  est 

effectivement  réfractée  par  le  corps.     Si  nous  supposons 

que  fin*  est  fini  en  dedans   de   la   surface   de   séparation 

r  ==  e,    nous   obtiendrons  par   la  seconde  équation  (24) 

pour  r  =  s, 

0  =  k'm  w  4-  xm  é'  , 

n     tn     !        n    Yn^ 

et  on  doit  avoir,  en  vertu  de  l'équation  (25),  x™  =  p'nk'™ 
où  p'n  est  indépendant  de  e.  Par  conséquent  on  doit 
avoir  k'™  =  0  et  x™  =  0,  c'est-à-dire  que  les  vibrations 
seront  perpendiculaires  au  rayon  ta  l'intérieur  de  la  sur- 
face r  =  s.  Ceci  est  d'ailleurs  évident  a  priori,  car 
notre  hypothèse  revient  cà  supposer  que  la  vitesse  de  la 
lumière,  en  traversant  la  surface  de  séparation,  passe 
d'une  valeur  infiniment  petite  à  une  valeur  finie,  et  pour 
cette  raison  il  faut  que  tous  les  rayons  lumineux  soient 
réfractés  vers  le  centre  et  que  les  vibrations  soient  par 
suite  perpendiculaires  au  rayon. 

On  obtient  ensuite,  en  vertu  de  la  première  équa- 
tion (24),  pour  n  =  1,  m  =  1 

y} 

note  12.  A-J-2£  —  -J  =  0,       d'où  pl  =  2e3.* 

On  peut  donc  approximativement  considérer^  comme 
une  quantité  qui  est  proportionnelle  au  volume  du  milieu 
lumineux  fortement  modifié  dans  le  voisinage  de  l'atome, 
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mais   qui   est  indépendante  de   la   réfraction    du    milieu 
lui-même. 

L'autre    quantité    qx,    dont    dépend   l'équation   (34), 
peut  être  calculée  au  moyen  des  équations  (27)  et  (28). 

Je  chercherai  d'abord  à  éclaircir  par  un  exemple 
de  quelle  manière  qx  dépend  de  la  longueur  d'onde.  Je 
supposerai  que  fi  s'évanouit  au  dehors  de  la  surface  de 
séparation  r  =  e,  et  qu'il  est  constant  partout  dans 
l'intérieur  et  égal  à  //.  Dans  ce  cas  on  doit  dans  les 
équations  (27)  égaler  o™  à  zéro*,  et,  si  l'on  pose  n=  1,  *  note  13. 
on  aura  en  supprimant  l'indice  supérieur  m 

*^a+^  =  <^8-^v+...), 

3s/  =  s;(3êî— i/e4+...), 
d'où  l'on  tirera 

j-  a,  -35^+...  =?+••• 

On  pourra  donc,    pourvu   que  la   série  soit  conver- 
gente, développer  qx  en  série  suivant  les  puissances  crois- 

1 

santés  de  -2,  et  le  premier  terme  sera  positif. 
/ 

Si  l'on  considère  en  toute  généralité  fi  comme  une 
fonction  finie  et  continue,  on  doit  recourir  à  l'équation 
différentielle  (13),  d'où  les  conditions  (27)  relatives  à  la 
limite  peuvent  être  déduites.  Si  l'on  suppose  comme 
ci-dessus  que  r  =  s  est  la  limite  au  dehors  de  laquelle 
fi  s'évanouit,  le  problème  à  résoudre  sera  d'intégrer 
l'équation  différentielle  sous  les  conditions  que  fn  =  0*  *  note  u. 
pour  r  =  0,  et  que  pour  r  =  s 
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Après  avoir  éliminé  les  deux  constantes  arbitraires, 
on  obtiendra  au  moyen  de  ces  trois  équations  une  équa- 
tion résultante,  qui  permettra  de  déterminer  qn.  Si  l'on 
fait  l'hypothèse  que  fn  peut  être  développé  en  série  con- 
vergente suivant  les  puissances  croissantes  du  facteur  —2 
qui  entre  dans  /i,  on  reconnaît  sans  difficulté  que  qn 
peut  en  général  être  développé  en  une  série  de  la  forme 

On  verra  de  cette  manière,  si  l'on  désigne  par  A 
l'indice  de  réfraction  correspondant  à  une  longueur  d'onde 
infiniment  grande  et  par  suite  à  ^  =  0,  que  l'équation  (34) 
donnera 

Ô*+Pl       A2-\  .Y- A2 

Gomme  résultat  de  cette  analyse  on  reconnaît  que 
les  lois  de  la  réfraction  dans  un  corps  transparent  peu- 
vent être  exprimées  par  les  équations  suivantes 

A2—  1    1  N2-A2    1_  a.b 

A*+2  'd  ~     '    N2+2A2'd  —  v  —  /2 +  //  +  '•" 

où  N  est  l'indice  de  réfraction  du  corps,  d  son  poids 
spécifique,  R  et  D  deux  constantes  indépendantes  du 
poids  spécifique.  De  plus  a  est  une  constante  positive, 
et,  comme  cela  ressort  des  équations  elles-mêmes,  A  est 
l'indice  de  réfraction  correspondant  à  /  =  co. 

Il  y  a  déjà  quatorze  ans  que  j'ai  déduit  par  voie 
théorique  la  première  de  ces  équations*,  dont  l'admissi- 
bilité s'est  par  la  suite  manifestée  de  plusieurs  manières. 
A  l'aide  des   expériences  sur  la  réfraction  de   quelques 


*  Voir  p.  281. 
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liquides  et  de  leurs  vapeurs,  que  j'ai  faites  moi-même, 
j'ai  calculé  la  constante  de  réfraction  correspondante  à 
la  raie  du  sodium,  tandis  que  A  a  été  calculé  par  la  for- 
mule plus  simple  N2  =  A2-\-  -2 .     Voici  les  résultats  : 

/ 


Liquide  à  10° 

Vapeur  à  100° 

Alcool 

.   .  0,00585 

0,00644 

Éther  éthylique 

.   .           636 

623 

Chloroforme     . 

.   .           413 

409 

Iodure  d'éthyle 

.   .           551 

579 

Sulfure  de  carbone      1615 

1732 

Éther  acétique 

.   .           536 

550. 

On  doit  considérer  comme  assez  satisfaisante  la  con- 
cordance des  valeurs  de  D  pour  les  deux  états  physiques. 
Quand  on  ne  peut  pas  employer  les  séries  (14)  qui  repré- 
sentent <pl  et  <pt,  ces  fonctions  peuvent  être  exprimées 
par  *  *  note  15. 

3sin«r — arcosar 
(pl  =  1 ,     <p1  =  cos  ar  -j-  ar  sm  ar , 

si  l'on  pose  pour  simplifier  fi  =  a.  Si  par  exemple  fi  est 
égal  à  zéro  au  dehors  de  la  surface  de  séparation  r  =  e 
et  à  a   dans  l'intérieur,  on  aura 


h 

s3+ 

(T1 

= 

K 

•  3 

sin  as  —  as 

a3 

cos  as 

3*, 

s2 

= 

s[ 

3£ 
a 

sin  as , 

s. 

= 

(h 

— 

-£3- 

3  c2 

cot  as. 

a 

+  a2 

d'où 


Il  en  résulte  que  ql  peut  prendre  une  valeur  quel- 
conque entre  -x  et  +oo,  si  la  longueur  d'onde  A  et 
par  suite  aussi  a  parcourent  toute  la  série  des  valeurs. 
En  vertu  de  la  seconde  équation  (35),    il  y   a   certaines 
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valeurs  qui  rendent  XN2  négatif  et  par  suite  N  imaginaire, 
ce  qui  dans  ces  calculs  représente  une  absorption. 

Si  l'on  fait  l'hypothèse  que  p  soit  fini  à  l'intérieur 
de  la  surface  de  séparation  r  =  e,  et  que  les  séries 
soient  convergentes  jusqu'à  une  très  petite  distance  du 
centre,  l'absorption  n'aura  lieu  que  pour  certaines  lon- 
gueurs d'onde  isolées  et  déterminées,  de  sorte  que  nous 
obtenons  un  spectre  de  dispersion  accompagné  de  raies 
d'absorption  comme  à  l'ordinaire. 

La  théorie  exposée  ici  n'exclut  donc  pas  la  possi- 
bilité de  l'absorption,  mais  d'autre  part  on  ne  peut  pas 
déduire  de  nos  hypothèses  une  absorption  incomplète, 
correspondant  au  cas  où  N  prend  la  forme  complexe 
a-\-bi.  Si  donc  on  veut  déduire  théoriquement  la  disper- 
sion anomale,  il  faut  généraliser  les  calculs,  de  manière 
qu'ils  puissent  aussi  s'appliquer  au  cas  d'un  système 
d'atomes  correspondant  à  un  corps  composé  ou  à  un 
mélange.  C'est  seulement  quand  on  aura  fait  cela  qu'on 
pourra  savoir  s'il  est  encore  nécessaire  de  changer  la 
base  même  de  la  théorie,  en  supposant  que  fi  soit  une 
variable  complexe,  ce  qui  reviendrait  à  ajouter  aux 
équations  originelles  qui  représentent  le  mouvement  de 
la  lumière  un  terme  contenant  la  dérivée  première  par 
rapport  à  t.  Dans  ce  cas  ces  équations  prendraient  la 
forme  que  j'ai  déjà  indiquée  dans  mon  mémoire  sur 
l'identité  des  vibrations  lumineuses  et  des  courants  élec- 
triques (Vidensk.  Selsk.  Oversigt  1867,  Nr.  1,  6e  mémoire 
de  cette  édition).  Mais  après  avoir  démontré  par  les 
méthodes  employées  ici  la  possibilité  du  calcul  du  mouve- 
ment lumineux  dans  l'intérieur  des  corps,  on  reconnaîtra 
surtout  qu'un  vaste  champ  reste  ouvert  aux  recherches 
ultérieures. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  analyse  du  mémoire  se  trouve  dans 
les  „Fortschritte  der  Physik",  t.  XXXIX  (2*  fascicule), 
p.  15—17. 

NOTE  2.     Voir  le  quatrième  mémoire,   p.  103—105. 

NOTE  3.  C'est-à-dire  que  les  composantes  peuvent 
être  exprimées  par  eui<p,  où  y  est  une  fonction  de  x,  y,  z. 

NOTE  4.  On  suppose  que  l'origine  du  système  des 
coordonnées  est  au  centre. 

Les  conditions  relatives  aux  limites  dont  il  s'agit 
dans  ce  qui  suit  peuvent  toutes  être  déduites  en  intro- 
duisant les  coordonnées  polaires  et  en  faisant  la  remarque 
que  seules  les  dérivées  par  rapport  à  r  peuvent  devenir 
infinies. 

ôVm 

NOTE    5.     1  désigne  ici  la  dérivée  de  Vm  dans  la 

dr 
direction   de  r  et  non  pas  la  dérivée  partielle.     L'équa- 
tion 

ÔV™  71+1      m 

~7\         ===  '  n 

or  r 

exprime  seulement  que  F™  est  une  fonction  homogène  du 
degré  — (>*+l)  par  rapport  à  x,  y,  z. 

NOTE  6.  On  obtient  par  différentiation  de  l'équa- 
tion (13) 
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dr>         r    dr2  +  \^  +  r2  )   dr  ~  U' 
et,   si  l'on  pose  -J^  =  ragn, 

Mais  on   ramènera    cette  équation   à   la   forme    de 
l'équation  (13)  en  posant 

a  l     ^ 

a  =  i  2n, 

et  l'on  obtiendra  alors 

(1)     ^_fci)^+^_0) 

On  en  tire  dans  le  premier  cas 

(3)  9n    —    ~  ^   =    fn-i  , 

et  dans  le  second 

(4)  9»  =^»-^r  =  ft-n). 
De  l'équation  (4)  on  peut  déduire 

ou,  en  remplaçant  n  par  »  +  1 , 

(5)  ,-^+Y»+,  -     v   dr        • 

Les    relations    données    dans   le   mémoire    peuvent 
facilement  être  déduites  des  équations  (3)  et  (5). 
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NOTE  7.     On  obtient  l'équation  (18)  en  différentiant 
l'équation 

0  '       dz 

(n—m)   fois   par  rapport  à  x  et  m  fois  par  rapport  à  ?/, 
et  en  se  servant  de  (17),  où  n  est  remplacé  par  (n  —  1). 
L'équation   (19)   peut   être   déduite    de  (17)    si    l'on 
remarque  que 

dK         n+ijrm      dKx  ,  ev:y  .  bVlz 


dr  r  ôx    r        dy  r 

jrm         %'       i      -rrW?-Ll  ])       i      G  V  n    Z 


iz  r 


dz 


NOTE  8.     Si  l'on  introduit  les  expressions  de  f,  jy, 
C,  p  dans  les   équations  (8),  (9),  (10),    on   obtiendra  en 

o  -rrin 

égalant  les  coefficients  de  V™  et 


dz 


dans    les    deux 


membres  des  équations  ainsi  obtenues  et  en   se  servant 
des  équations  (17)  et  (18), 


^  "«"an— 1 


2w 


0W 


2w  +  3 


...+2 

r«+i 


0 


2w-l 


(w  —  m-\-  \){n—m) 


2  prm    |     r  pn-l  __ 


(2n-w+l)(w+l) 

r  2rc-{-3  /w+1 

(m+2)(m+l) 


/rt+i 


2w  +  3  /w+1  2n  +  3 

En  retranchant  la  troisième  équation  de  la  première, 
on  obtient 

(n  —  w*+l)(2w+l) 


=  0, 
0. 


r2(p  —  : 


=  0.     (A) 


2w  +  3  A,+1 

Si  l'on  augmente  d'une  unité  l'indice  m  dans  la  se- 
conde équation  et  si  l'on  en  soustrait  la  troisième,  on  obtient 

0.    (B) 


^+1  _  «a  +  (m  +  2)(2»+l)   -+î 


2/?+3 
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Si  maintenant  l'on  diminue  dans  la  formule  (B)  m 
de  deux  unités,  on  obtiendra  la  première  formule  du  mé- 
moire en  multipliant  la  formule  (A)  par  m,  la  formule 
(B)  par  (n  —  w+1),  en  les  retranchant  l'une  de  l'autre, 
et  en  divisant  le  résultat  par  r2. 

On  voit  que  dans  tout  ceci  on  ne  s'est  pas  servi 
des  équations  (20)  et  (21),  dont  l'application  amènerait  à 
de  très  longs  calculs. 

La  seconde  formule  peut  être  déduite  par  un  pro- 
cédé analogue.     On   se   sert  dans  ce  cas  de  la  condition 

[%fl   dp 

dr       Bx 


à  la  limite 


=  0  et  des  conditions  analogues 


en  remplaçant  partout  -jp-  et   les   expressions   analogues 
par  --y"-  et  par  les  expressions  analogues. 


On  obtiendra 
d($mr-n) 


W!  +  l 


dP\ 


dr         '   2ft—  1     dr 
(m +  2)  (m +1)4*:+» 


ILn 


(n+Xf-m*dp™^ 
2w  +  3        rdr 

=  0, 


d(yf*r-*) 

c?r         '  Ç2n—l)dr 
(2  n— m  +  1)  (w  +  1)  dp™+{ 


3  rdr        Pn~\ 

rdPn-\  (n—m^)(n—m-\-\)dpmn-\ 


2rc+3 


rc?r 


pm-l 


2«+3 

=  0, 


rdr 


.n+l 


d(Ct 


+ 


r     dp™_K       (n-m+l)(n-m)dp™+i 


dr         '   2w-l     dr 
(m  +  2)(m+l)dp:+* 


ra  +  3 


rdr 


2n  +  3 
0. 


rdr 


Par  un   procédé  semblable  à  celui  qu'on  a  employé 
précédemment,  on  en  déduira 
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»,^(r""(^-C)-(»-»»+1)^:(r'"W"'-C-!)) 


=  0, 


équation  qui   peut  facilement   être   transformée  en  celle 
du  mémoire. 

NOTE  9.  Dans  ce  qui  suit,  on  considère  comme 
unité  de  longueur  d  ou  une  quantité  dont  la  grandeur 
est  du  même  ordre  que  celui  de  â.  De  cette  manière 
À  devient  une  quantité  très  grande,  tandis  que  l  et  /iâ 
sont  très  petites. 

NOTE  10.  On  néglige  les  termes  dans  lesquels 
entre  ji  comme  facteur,  cette  quantité  étant  considérée 
comme  infiniment  petite. 

NOTE  11.  On  ne  peut  pas  reconnaître  pour  quelle 
raison  il  n'y  aurait  pas  de  réfraction,  p  étant  partout 
infiniment  petit. 

Car  les  quantités  p1  et  qv  qui  entrent  dans  l'expres- 
sion (34),  sont,  en  vertu  des  équations  (24)  et  (27),  fonc- 
tions des  rapports  des  quantités  /i  correspondantes  aux 
couches  voisines,  ou  bien  des  indices  de  réfraction  de 
ces  couches.  Mais  bien  que  les  a  soient  infiniment  petits, 
leurs  rapports  peuvent  avoir  des  valeurs  finies  différentes 
de  zéro. 

La  supposition  de  Lorenz,  que  l'indice  de  réfraction 
devient  infini  à  l'intérieur  des  molécules,  ne  peut  donc 
être  considérée  que  comme  une  hypothèse  arbitraire  sur 
la  constitution  des  molécules. 

NOTE  12.  On  fait  ici  la  supposition  que  la  molé- 
cule n'est  composée  que  de  deux  couches. 

NOTE  13.  Aucune  des  quantités  £,  37,  f  ne  peut 
devenir  infinie. 
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NOTE  14.  fn  doit  s'évanouir  à  l'origine;  car  dans 
le  cas  contraire  les  fonctions  £,  ?y,  Ç  deviendraient  in- 
finies en  ce  point. 

NOTE  15.     On  reconnaît  immédiatement  que  l'on  a 

sinar 
^o  = ,    ^0  =  cos  ar,  et  les  deux  expressions  de  ^ 

et  ^  peuvent  alors  en  être  déduites  au  moyen  des  deux 
dernières  formules  (16).  Ces  formules  donneront  aussi 
des  expressions  analogues  pour  <pn  et  <pn. 


SUR 


LA  LUMIERE  REFLECHIE  ET  REFRACTEE 

PAE  UNE  SPHÈEE  TKANSPABENTE. 


SUR  LA  LUMIÈRE  RÉFLÉCHIE  ET  RÉFRACTÉE 

PAR  UNE  SPHÈRE  TRANSPARENTE.*  *  note  i. 

VIDENSK.  SELSK.  SKR.,  T.  VI  (6).    COPENHAGUE  1890. 

Aussi  longtemps  que  nous  considérerons  la  lumière 
comme  formée  de  rayons  qui  interfèrent,  se  réfractent  et 
se  réfléchissent  à  la  surface  des  corps  suivant  certaines 
lois,  notre  conception  du  mouvement  lumineux  ne  sera 
qu'élémentaire  et  fragmentaire,  puisque  par  là  nous  dé- 
composons la  loi  générale  de  ce  mouvement  en  lois  parti- 
culières et  séparons  des  phénomènes  qui  sont  essentielle- 
ment congénères.  Cette  manière  de  voir  élémentaire  a 
et  aura  cependant  toujours  une  grande  importance;  mais 
tant  que  nous  ne  pourrons  pas  aller  au  delà,  beaucoup 
de  problèmes  de  l'optique  resteront  non  résolus  et  in- 
solubles. 

La  loi  générale  du  mouvement  de  la  lumière,  de 
même  que  les  lois  de  la  propagation  de  l'électricité  et 
de  l'élasticité,  est  d'une  forme  simple,  car  elle  peut  être 
exprimée  par  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles dn  deuxième  ordre,  où  les  trois  composantes  du 
mouvement  vibratoire  sont  les  variables  dépendantes,  les 
coordonnées  de  l'espace  et  le  temps  étant  les  variables 
indépendantes.  Tous  les  problèmes  de  la  propagation 
de  la  lumière  doivent  pouvoir  être  ramenés  à  l'intégra- 
tion des  ces  équations. 

26* 
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Dans  un  mémoire  intitulé  „Ueber  die  Reflexion  an 
einer  Kugelflâche",  M.  A.  Glebsch*  a  cherché  à  déterminer 
la  réflexion  de  la  lumière  par  des  surfaces  sphériques  à 
réflexion  totale  en  partant  des  équations  différentielles 
de  la  théorie  de  l'élasticité;  mais  cet  habile  mathématicien 
n'a  pas  réussi  à  vaincre  la  difficulté  principale  propre- 
ment dite,  et  voici  ce  qu'il  dit  à  ce  sujet  dans  son  intro- 
duction: „Die  Resultate  der  ganzen  Untersuchung  sind 
sehr  verwickelt,  und  namentlich  fur  den  in  der  Optik 
wichtigen  Fall  einer  sehr  kleinen  Wellenlânge  scheint  es  sehr 
schwer  dieselbe  einfach  in  passender  Form  darzustellen." 
Par  contre,  il  ajoute:  „Der  entgegengesetzte  Fall  eines 
gegen  die  Wellenlânge  sehr  kleinen  Radius  der  refiectiren- 
den  Kugel  ist  dagegen  fur  eine  Annâherung  sehr  geeignet." 

Les  équations  différentielles  qui  sont  le  point  de 
départ  des  présentes  recherches  ont  été  exposées  et  éta- 
blies dans  plusieurs  de  mes  travaux  antérieurs.  Elles  se 
distinguent  de  celles  de  la  théorie  de  l'élasticité  en  ceci, 
qu'elles  excluent  la  possibilité  de  vibrations  longitudinales, 
et  comme  elles  sont  applicables  à  chaque  point  de  tout 
milieu  transparent  hétérogène,  les  conditions  limites  du 
passage  d'un  corps  dans  un  autre  se  laisseront  facile- 
ment déduire  des  équations  différentielles  elles-mêmes. 

Dans  un  travail  antérieur  „ Théorie  de  la  dispersion"  **, 
j'ai  déduit  des  mêmes  équations  différentielles  des  for- 
mules qui  servent  à  déterminer  le  mouvement  de  la 
lumière  dans  un  milieu  composé  de  couches  sphériques 
concentriques,  et  j'ai  alors  appliqué  le  calcul  à  un  sy- 
stème de  petites  sphères  séparées  par  le  vide  et  à  de 
grandes  distances  les  unes  des  autres,  afin  de  déterminer 

*  Journal  de  Crelle,  t.  61,  p.  195.     1863. 
**  Voir  le  mémoire  précédent. 
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la  loi  suivant  laquelle  la  réfraction  de  la  lumière  dépend 
de  la  densité  du  système.  Plus  tard,  je  me  suis  servi 
des  mêmes  développements  en  séries  pour  résoudre  le 
problème  que  j'ai  ici  en  vue,  à  savoir  la  détermination 
du  mouvement  de  la  lumière  lorsqu'tme  sphère  homo- 
gène, transparente  et  isotrope  est  éclairée  par  des  ondes 
lumineuses  planes  et  parallèles,  et  j'ai  réussi  également  par 
cette  voie  à  obtenir  les  mêmes  résultats  qui  vont  être 
exposés  ici.  Mais  j'ai  préféré  employer  dans  ce  qui 
suit  une  autre  méthode  plus  simple,  qui  me  permettra 
en  même  temps,  pour  faciliter  la  lecture,  de  ne  pas  pré- 
supposer la  connaissance  de  mon  premier  travail. 


1.     Conditions  aux  limites. 
Désignons  par  f,  ^,  f  les  composantes  des  vibrations 
lumineuses,   correspondant  au  temps  t  et   aux   coordon- 
nées x,  y,  z  de  l'espace.     Si  l'on  introduit  en  outre  les 
notations 

^  ~  ôx2  "T  Ôy2  "ï"  Ôz2  '      °  ~Ôx~tôy~t  Ôz1 

les  lois  du  mouvement  de  la  lumière  dans  un  milieu 
transparent  quelconque  pourront  être  exprimées  par  les 
trois  équations  différentielles 


û£    dx      a>2  et2  '    ÛM     ey      w2  df 
AT-™-    1^  ^ 

^2'  A~  2     £u2 


(1) 


w  étant  en  général  une  variable  dépendante  de  x,  y,  z, 
qui  correspond  à  la  vitesse  de  la  lumière  au  point  x,  y,  z, 
en  tant  qu'on  peut  considérer  cette  vitesse  comme  con- 
stante dans  un  très  petit  espace. 
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Le  problème  dont  il  s'agit  consiste  à  intégrer  ces 
équations,  dans  la  supposition  que  w  a  deux  valeurs 
constantes  dont  l'une  à  l'intérieur  et  l'autre  à  l'extérieur 
d'une  sphère  donnée,  et  qui  passent  de  l'une  à  l'autre 
par  un  changement  discontinu  à  la  surface  de  la  sphère. 
Ce  changement  discontinu  peut  être  regardé  comme  dû 
à  ce  qu'une  couche  superficielle  passe,  avec  une  variation 
continue  de  <y,  d'une  épaisseur  finie  à  une  épaisseur 
nulle,  to  étant  considérée  comme  une  fonction  de  la 
distance  r  au  centre  de  la  sphère.  Dans  ce  passage,  les 
composantes  du  mouvement  vibratoire  doivent,  ici  comme 
partout,   rester  finies,   tandis  que  leurs  coefficients  diffé- 

*  note  2.   rentiels  peuvent  devenir  infinis  par  rapport  à  r*.     C'est 

pourquoi  les  composantes  et  leurs  coefficients  différen- 
tiels, lorsque  l'épaisseur  de  la  couche  limite  est  réduite 
à  0,  passent  en  général  brusquement  d'une  valeur  à  une 
autre  en  traversant  cette  couche;  cependant  quelques- 
unes  de  leurs  combinaisons  peuvent  conserver  leur  valeur 
sans  changement. 

Pour  chercher  ces  combinaisons,  au  lieu  des  com- 
posantes par  rapport  au  système  des  axes  fixes,  je  pré- 
fère employer  la  projection  des  vibrations  sur  le  rayon, 
la  projection  perpendiculaire  à  cette  dernière  dans  le 
plan  passant  par  le  rayon  et  l'axe  des  #,  et  la  projec- 
tion perpendiculaire  aux  deux  précédentes  et,  par  con- 
séquent, à  l'axe  des  x. 

*  note  3.  Si  l'on  exprime  en  coordonnées  polaires* 

x  =  rcos^,     y  =  rsin^cos^,     z  =  rsin^sin^, 

et  si  l'on  désigne  les  nouvelles  composantes  par  $,  y,  f, 
celles-ci  seront  déterminées  par  les  équations 
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7j  =  —  sin^^+cos^cos^^-|-cos^sin^C,/         (2) 
C=  —  sin^-j-cos^C- 

En  multipliant  les  équations  (1)  respectivement  par 
#,  «/,  z  et  en  les  ajoutant,  on  obtiendra 

d'où  il  suit  que  ^ 

<9r2  dr    ' 

lorsque  J2  est  exprimé  en  coordonnées  polaires,  se  laisse 
exprimer  en  termes  qui  restent  finis*,   même  si  l'épais-  *  note  5. 
seur  de  la  couche  limite  est  réduite  à  zéro. 
Mais  il  en  résulte  que 

or 

est  une  fonction  continue,  qui  par  suite  reste  aussi  finie 
sur  la  surface  limite,  puisqu'elle  est  finie  des  deux  côtés 
de  celle-ci.    Par  conséquent 

dL_g 

dr 

est  également  partout  une  quantité  finie. 

Si  l'on  multiplie  en  outre  les  équations  (1)  respective- 
ment par  — sin^>,  cos^cos^,  cos^sin^,  et  qu'on  les 
ajoute,  on  obtient 

dXry)       dB 

dr2  Ô<p 

exprimé  en  termes  qui  restent  partout  finis.  On  trouve 
de  même  en  multipliant  les  équations  (1)  par  0,  — sin^, 
cos^'  et  en  les  additionnant 


'MO 


!K) 

dr2 


i   ee 

sin  (f  d(p 


exprimé  en  termes  partout  finis. 

Nous  avons  ainsi  trouvé  trois  combinaisons  qui  sont 
partout  finies.  En  éliminant  0,  on  voit  que  les  expres- 
sions 

1      ô2f 


dr2  d<pdr  <V 

sont  partout  finies,  d'où  il  suit  que 


flfcy) 

dr 


^_Zï-    et 


<?K) 


sin  (pdijjdr 


1     <9£ 


cr 


smç?(7^ 


sont  des  fonctions  continues  qui  ne  changent  pas  en 
passant  d'un  des  côtés  de  la  surface  limite  de  la  sphère 
à  l'autre.     C'est  ce  que  j'exprimerai  par 


d(rrj)       d$ 


ôr         d(p 


=  o, 


8(rC) 


1     ÔÇ 


dr        sin  ipô</< 


0.       (3) 


Remarquons  en  outre  que  ces  mêmes  quantités,  étant 
des  fonctions  continues  et  partout  finies  en  dehors  de  la 
surface  limite,  doivent  aussi  être  finies  sur  cette  sur- 
face. Mais  il  en  résulte  que  r-q  et  rÇ  doivent  être  con- 
tinus, de  sorte  qu'en  conservant  la  même  notation  que 
ci-dessus,  on  aura 

M  =  0,    [C]  =  0.  (4) 

On  déduit  les  conditions  aux  limites  correspondant  à 
r  =  0etàr  =  ooen  remarquant  que  le  mouvement 
de  la  lumière  est  partout  fini,  par  conséquent  aussi  pour 
r  =  0,  et  qu'à  une  distance  infinie  de  la  sphère  on  ne 
trouve,  outre  la  lumière  incidente,  que  celle  qui  émane 
de  la  sphère,  mais  aucune  qui  se  dirige  vers  elle. 
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2.     Développement  en  séries  de  fonctions  sphériques. 

La  lumière  qui  tombe  sur  la  sphère  est  supposée 
formée  d'ondes  planes  parallèles.  Celles-ci  peuvent  en 
général  renfermer  un  ensemble  de  vibrations  qui  diffèrent 
par  leur  amplitude,  leur  direction  dans  le  plan  des  ondes, 
leur  durée  et  leurs  phases;  mais  ce  cas  général  se  laisse 
facilement  déduire  du  cas  particulier  où  les  composantes 
du  mouvement  vibratoire,  que  nous  désignerons  par  f0, 
7)0,  C0,  sont  déterminées  hors  de  la  sphère  par 

f.  =  0,     %  =  *•-«■>«,     C,  =  0.  (5) 

La  forme  exponentielle  est  choisie  ici  comme  étant  la 
plus  simple;  les  vibrations  qui  ont  l'amplitude  1  se  font 
dans  la  direction  de  l'axe  des  y  et  se  propagent  dans 
la   direction    de   l'axe    des   x  avec  la  vitesse   constante 

Je  2  jj  9  7T 

j  =  j?,  la  longueur  d'onde  -y-  =  X  et  la  durée  -r-  =  T. 
Ayant  ainsi,  en  dehors  de  la  sphère,  séparé  la  lumière 
incidente   de   celle   qui  est  produite   par  le  changement 
de  vitesse  à  la  surface  de  cette  sphère,  nous  posons 

$  =  $,+  $,,     r,  =  ,„+,„     f  =  Q+Çe,  (6) 

tandis  que,  en  dedans  de  cette  surface,  nous  posons 

e  -  ?\  ?  -  ?',  c  -  c\  (7) 

où  £',  J2',  ^r  remplacent  aussi  les  quantités  correspondantes 
non  accentuées  en  dehors  de  la  sphère.  Si  l'on  désigne 
en  outre  le  rapport  des  deux  vitesses  j2,  12'  par  N  (indice 
de  réfraction  de  la  sphère),  on  aura 

Q  =  NQ',    V*  ==  NI,     ï  =  m'.  (8)   *note 

Les  composantes  f,  ^,  f,  tant  en  dehors  qu'en  dedans 
de  la  surface  de  la  sphère,  sont  liées  entre  elles  par 
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l'équation  8  =  0,  qui  pour  w  constant  résulte  des  équa- 
tions (1),  et  par  suite  elles  peuvent  être  regardées  comme 
dépendant  seulement  de  deux  grandeurs  Q  et  S  en  dehors 
de  la  sphère,  ou  Q'  et  S'  en  dedans  de  la  sphère.  On 
pourra  en  effet  poser 

*e  ~  ~&y       dz'     Ve  ~  Ôz       dx  '     &  ~~  6x       Ôy  ' 


A~Zdy      yÔz^X*'     *-XÔz      Zdx^yb' 


(9) 


et  £\  ^',  Cr  pourront  aussi  être  exprimés  d'une  manière 
analogue.  Les  équations  (1)  seront  alors  satisfaites  en 
supposant  que  l'on  ait 


note  7.  AQ  +  W  =  o ,   j,s  +  ra  -  o  * ,         (io) 

4<?'+  *'V  =  o ,    j2S'+  r2sf  =  o .  (il) 


Il  est  bon  d'observer  que  les  deux  projections  radiales 

XSe  +  yTje  +  *£ 

X\d^      ~dz~)^y\dz        dx)^Z\dx       ôy) 
peuvent,  à  l'aide  des  équations  (9),  être  transformées  en 
unl     d\rQ)  1     ê  (  .      ÔQ\         1     iïQ  + 

et 

,  .  0  .     Ô\rS)  l     d  /  .      Ô8\         1    <92S 

—  r 2J9S4-r    \  /  =■ : — -g-    sinç?^- ^-7™. 

2      '        <9r2  sin  $0  <fy>  \         0?  /       sinV  «¥ 

On  voit  par  là  que,  lorsque  Q  et  S  sont  développées 
en  séries  de  fonctions  sphériques  Qn  et  Sn,  à  savoir 

<?  =  2Qn,     S  —  2S„, 
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les  projections  radiales  ci-dessus  mentionnées  seront  dé- 
terminées respectivement  par 

2n(n+l)Qn    et    2n(n+l)Sn. 

On  obtient  un  résultat  analogue  pour  l'espace  en  dedans 
de  la  sphère. 

Les  composantes  £  jy,  C  introduites  dans  le  chapitre 
précédent  peuvent  par  analogie  avec  (6),  pour  des  points 
en  dehors  de  la  sphère,  être  exprimées  par 

ces  nouvelles  composantes  étant  déterminées  par 
$o  =  sin^cos^^*'-'*)1', 


}(13) 

(14) 


7j0   =  COS^COS^*'-'*)*', 

~Ço  =    -sin^^-^1', 
£,  =      cos^^  +  sin^cos^^e  +  s^n^sin^Ccî 

7]e    =   — sill^^-)-C0S^C0S^^«  +  C0S^Sm^Co 
Ce    =  —  Sin^e+COS^C«-   . 

Si  maintenant,   pour  abréger,   on  introduit  dans  ce 
qui  suit  les  notations 

lr  =  a,    Vr  —  a',    IQ  =  K,    VQ  =  K'  *      (15)   *  note  9. 

et,  R  étant  le  rayon  de  la  sphère  donnée, 

IR  =  a,    VR  =  «',  (16) 

on  obtiendra  par  les  équations  (9)  et  à  l'aide  des  équa- 
tions (10)  les  valeurs  suivantes 


ft_Qgl+rff 


Ôa2 

52 


\B\aK)        1    es 


a  dcpda     '   sin  y  d<p  ' 
1     B\aK)       ÔS 
asin^  ô<pda        d<p  ' 


(17) 
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de  même  qu'on  trouve  pour  un  point  intérieur  les  valeurs 
correspondantes 


Jt  _d\a>K>) 


[a'K)         1    ÔS' 

.1    *T~  «;, 


a!  d<p  da'     '   sin  (p  ô(p  ' 
1      d2(a'K')      ÔS' 
a's'm<p    b(pda!        d<p  ', 


(18) 


Il  s'agit  maintenant  de  développer  ces  compo- 
santes en  séries  de  fonctions  sphériques.  En  général, 
lorsqu'une  fonction  f(x)  peut  être  ainsi  développée,  le 
développement  est,  comme  on  sait,  de  la  forme 

f(x)  =^^^Pn(x)^f(u)Pn(u)du, 

la  somme  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  de  n   de- 
puis n  =  0  jusqu'à  n  =  oo,  et 


1-3. ..(2«-l) 


**'  1.2.  ;.n     l 


n(u—  1) 


.n— 2. 


*2(n-l)(w-2)(w-3) 


*"     2(2n-l)aJ*"+  i>-4(2n-  -l)(2w-3) 


..). 


Si,  à  présent,  nous  cherchons  à  développer  les  va- 
leurs que  les  équations  (13)  donnent  pour  £0,  %,  Ço,  en 
y  posant  Ix  =  a  cos  (p ,  nous  aurons ,  d'après  ce  qui 
précède, 

€-acos<pi  =      X     ^H-Pn(cOS^)U-aMtP„(w)^. 

L'intégrale  définie  que  renferme  cette  équation  peut  s'ex- 
primer par  la  fonction  de  Bessel  Jn  +  $(a),  ou,  ce  que  je 
préfère  ici,  par  une  autre  fonction  vn(a)  qui  ne  diffère 
de  celle  de  Bessel  que  par  un  facteur,  la  valeur  en  étant 


(«)  =  V  y'7»+*(a). 
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On   pourra   alors,    d'après   la   théorie    des    fonctions   de 
Bessel,  exprimer  v„(a)  par 

Cette  intégrale  devient  par  une   intégration   par   parties 
n  fois  répétée 

a        f1       .dn{\—  u2)n  , 


valeur  qui,  à  l'aide  d'une  autre  expression  connue  de  Pn, 

à  savoir 

(-l)»rf»(l-ti')» 

peut  aussi  être  mise  sous  la  forme 

t,B  (a)  —  ^  î*  Çr-*  Pn(w)  tfw .  (  19) 

De  cette  manière  on  obtient 

er-*™?*  =  -  \(%n+l)Pn(cosy)e    2  %vn(a).     (20) 

Cl  ^^^^y 

0 

On  remarquera  que  la  fonction  vn(a)  satisfait  à 
l'équation  différentielle 

<££>  _  (^)_l),„(fl)l  (21) 

et  que,  développée  suivant  les  puissances  de  a,  elle  donne 
la  série 

ny  )  "  l-3.-.(2n+l)\        2(Zn+3y2. 4(2n  +  3)(2n+5)       "'J'^^ 

Un  autre  développement  en  série,  connu  par  la 
théorie  des  fonctions  de  Bessel,  et  où  le  nombre  des 
termes  est  fini,  est  le  suivant*:  *  note  10. 
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vn(a)  —  gn(a)smla—~jJrhn(a)cos(a—~), 

(n-l)n(n+\)(n+2)     (**-3)(tt-2)...(n+4) 

9n(a)  -  1--       -w:^~       --T  2.4.6.8a4  •••»■ 

w»î        "("+*)      (w-2)(n-l)...(n  +  3) 
^"W  -  "~2^  ~TT".6a3  '  +  "" 

Si  l'on  désigne  en  outre  par  w„(a)  une  autre  inté- 
grale particulière  de  l'équation  (21),  et  si  l'on  définit  cette 
intégrale  par  le  développement  en  série 

,  .         1.3... (2tt  — 1)  /  a2  a4 \        Q . 

wn{a)  —  -     —  ^1  +  2^^^)  +  y.4(2n-l)(2w-3)+•••J,     (     ' 

cette  fonction  ne  différera  égal*  ment  d'une  fonction  deBessel 
J-n-^a)  que  par  un  facteur,  et,  avec  les  développements 
de  gn  et  de  hn  donnés  plus  haut,  elle  pourra  aussi  être 
exprimée  par 

w»(«)  =  gn(a)cos(a-~"~j  —  hn(a)6m(a  —  ^\.   (25) 

Les  valeurs  données  dans  les  équations  (13)  peu- 
vent maintenant,  à  l'aide  de  la  série  (20),  être  déter- 
minées comme  il  suit.  On  retire  de  cette  série  le  pre- 
mier terme  correspondant  «à  n  =  0  et  l'on  pose 

v       Y)  n(w+l)sinp  d<p\      Y        d<p       J 

ce  qui  donne 

sina       1    V7   2n+l       1      d  (  .      dPn(cos<p)\  _^,-     ,  . 

^-acos^t= X  T,,- -r-      SUltf ^ *-'  )  *      2     flB(a) 

a         a^Lrf  «(w  + 1)  sin$0  a<p  \      T        dtp       J 
En  introduisant  pour  abréger  les  notations 


Tjr  .cosé  d    >T72n+l    D/         ,    "--)'    t  * 

0  a     d(p^^  n(n-\-i)      v       r/ 

0  sinc£  d    \^2rc+l    ô/         ,  (W_^V    ,  , 

S0  = r.         >  {       P„  (cos  p)  el       2  y  »B(a) , 

0  a    dy^m-i  nyn-\-\)      x       T 


(26) 
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la  multiplication  de  l'équation  par  cos(/>ektis\n<pd<p  ou  par 
—  sm<fiektismç>d<p  et  l'intégration  des  deux  équations  ainsi 
obtenues  de^  =  Oà^>  =  ^  donneront 


JC  — 


&  = 


*  COSÇ/  ^  _ gjn  a  cog      _ e-  cog  a_|_?-  g_  a  cos ^  ekti 


asin^> 
sin^ 


asm^? 
d'où  l'on  tire  finalement 


(— sinacos^—  îCosa-f-*g~acos?,')e' 


(27) 


<9a2 
1  ô\aK0) 


+  aK0  =  sin^cos^e^-acos^1'  =  £o, 
1    0& 


a   ôcpda        sin^>  ^ 
1     ^(a^)_|S. 

0^7 


==  COS  <p  cos  ^  e(*'-a  cos  ?)«' 
=  _sin0^-acos^'  = 


Vo 


(28) 


asin^  cty'da 

Ces  valeurs  des  composantes  $o ,  % ,  Ç,  correspondent 
à  celles  qui  sont  données  dans  (17)  pour  les  composantes 
&,  f}e<  C<»  -^0  e^  ^o  remplaçant  K  et  S  dans  les  équa- 
tions (17).  Nous  avons,  dans  (26),  les  développements 
de  Ko  et  S0  en  séries  de  fonctions  sphériques,  et,  comme 
il  est  facile  de  s'en  assurer,  ils  doivent  satisfaire  aux 
mêmes  équations  différentielles  que  K  et  S,  à  savoir, 
d'après  (10),  J2Ko+l2KQ  *-  0,  JtS0+PS0  —  0.  Les 
développements  de  K  et  de  S  en  séries  de  fonctions 
sphériques  doivent  donc  être  analogues  à  ceux  de  (26), 
l'intégrale  particulière  v„(a)  de  l'équation  (21)  étant  rem- 
placée ici  par  l'intégrale  générale  exprimée  linéairement 
en  v„(a)  et  w„(a).  On  obtient  ainsi,  avec  les  constantes 
encore  indéterminées  k»,  xn,  s„,  <t„*,  *  note  h. 


1     a     d<p^  n(n-f-l)    "  ^l^«(«)  + 


xw 


^n(a))  , 


S  =  — 


00 


sin^  d 
a    difj^j  n(n-\-l) 


(29) 


(30) 
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et  d'une  manière  analogue  pour  un  point  intérieur 

K  ~  - *   rf   3^  i^+ï) P«el     2  j  M*0+**M), 

P„(cos^)  est  réduit  ici  à  Pn. 

Si  nous  prenons  d'abord  la  condition  limite  corres- 
pondant à  a'  =  0,  on  voit  par  (24)  que  wn(a')  devient 
infini  pour  o'  =  0  et  w>0,  et,  par  conséquent,  qu'il 
faut,   pour  que  les  valeurs  de  K'  et  S'  soient  finies,  que 

Xn    =    0,       On    =    0. 

A  a  =  oo  correspondent,    d'après  (23)    et   (25),    vn(a) 

=  sin  (  a £-  ) ,  w„(a)  =  cos  la ~-  I .   A  une  distance 

infinie  de  la  sphère,  on  doit  donc  avoir 

^knvn(a)+x»wn{a))l*~n^  =  (-kni  +  Xn)e(kt+a~n7:)i^(kni  +  xn)ekt'a)i 

On  voit  par  là  qu'à  cette  distance  le  mouvement 
de  la  lumière  se  manifeste  en  général  sous  forme  de 
fonctions  périodiques  de  kt-^-a  et  de  kt  —  a,  correspon- 
dant à  deux  mouvements  opposés,  l'un  dirigé  vers  le 
centre  de  la  sphère,  l'autre  partant  du  centre.  Gomme 
ce  dernier  mouvement,  d'après  les  conditions  que  nous 
avons  supposées,  est  le  seul  qui  existe  réellement,  on 
doit  avoir 

—  kni-\-xn  =  0,     comme  aussi  — sni-\-an  =  0. 

Les  séries  (29)  et  (30)  se  réduisent  ainsi  à 


19 


K 


cos^  d 


a    dif^Lmd  n(n-\-  1) 


)  +  wa(a)i), 


a  sm<P    d     V^2w+1     n     ht-—  V     //ni  /   x  -\ 

S  = T--j-    >   —, — ^p-PneV       2)sn{vn(a)  +  îvn(a)î) 


K  = 


.  cos^  d 


(31) 


a     d(p^Lmi  n(n-\-l) 

Enfin  nous    avons   aussi  les   conditions   aux  limites 
exposées  dans  (3)  et  (4),  qui  peuvent  être  exprimées  par 


fl(oiy)       ££__  ôja'rf)       <9? 


a  =  a 
a'  =  a'. 


ôa         sin  <p  ô<p  ôa'         sin  <p  ô</>  ' 

En  y  substituant  les  valeurs  de  f ,  37,  C  données  par  les 
équations  (12),  (17)  et  (28)  et  celles  de  f\  î/,  f  données 
par  (18),  ces  conditions  peuvent  être  mises  sous  la  forme 


a(K0  +  K)  =  arZ',  SQ+S  =  S', 

1  fl.g(ff0+lQ        ^c^iT)      <9.a(S0+S)  __  fl(a'ff)l' 
a  ôa 


a'      da' 


ôa 


Ôa' 


a'=a.  ■ 


KOTE  12. 


On  y  développe  ensuite  ifo,  S0,  i*T,  5,  K',  S'  suivant 
les  séries  (26)  et  (31),  et  on  obtient  ainsi  quatre  équa- 
tions entre  les  coefficients.    En  désignant,  pour  abréger,  les 

fonctions  dérivées  — p^-,     — p^ ,      — ^v^  par    v'n(a), 
aa  da  da 

w;w(a),    v'n(a'),    ces  équations  deviennent 

27 
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N(v'n(a)+ku(Vn(a)  +w'n(a)i))  =  KVn(a')} 

N(vn(a)-\-sn(vn(a)+wn(a)i))  =  s'nvn(a), 

£»(«)  +  kn(Vn(a)-\~Wn(a)t)     =    k a  V„(a!) , 

Vn(a)-\-sn(Vn(a)-\-îv'n(a)i)    =  snv'n(a'), 

par  lesquelles    les  coefficients  peuvent   être    déterminés. 
En  y  faisant  une  petite  réduction   à  l'aide  de  l'équation 

NOTE  13.  wn(à)Vn(a)  —  iv'„(a)vu(a)  =1,* 

on  obtient  les  valeurs  suivantes 

9 *     _    _ .  _  (Vn(a)—Wn(a)  i) v'n(a')  —  N (v'„ (a)  —  w'n(a) ï) vn{a) 
^  'n  ~"  (vn{a)+wn{a)  i)  v'n(a')-N{v'n(a)+tv'n{a)  i)  vn(a')  ' 

N(vn(a)  -  wn(a)  i)  vn(a)  —  (v'n(a)  —  w'n{à)  i)  vn(a') 

-£  s»  —  —  i  — 


Je'   — 


Sn     = 


N(vn{a)+tvn{a)  i)  r;(a')~K(«)+^(«)  0  *»(«') 

m 

(vn («)  +  Wn(a) i) v'n{a!)  —  N (v'„ (a)  +  w'n(a) i) vn{a)  ' 

m 

N(vn  (a)  +  wn  (a)  i)  ti  («')  —  (i4  (a)  +  u?i  (a)  t)  »„(«')  " 


(33) 


(34) 


Le  problème  est  par  là  résolu,  en  tant  que  les  com- 
posantes du  mouvement  vibratoire  sont  partout  dans 
l'espace  déterminées  par  des  séries  infinies  avec  des 
coefficients  connus.  On  verra  que  les  séries,  sous  cette 
forme,  se  prêtent  bien  au  calcul,  si  a,  qui  correspond 
au  contour  de  la  sphère  mesuré  avec  la  longueur  d'onde 
^,  est  un  petit  nombre,  ou  si  le  point  considéré  est 
situé  près  du  centre,  tandis  que  si  a  est  un  très  grand 
nombre,  ce  qui  est  pour  ainsi  dire  le  cas  avec  toutes  les 
sphères  visibles  à  l'œil  nu,  il  sera  en  général  nécessaire 
de  transformer  les  séries  de  manière  que  les  sommations 
puissent  se  faire  avec  une  approximation  suffisante.  Je 
vais  maintenant  exposer  d'abord  les  formules  de  somma- 
tion que  j'aurai  l'occasion  d'employer. 
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3.     Formules  de  sommation. 

On  trouvera  dans  le  chapitre  suivant  des  sommes 
qui  peuvent  être  rapportées  à  la  forme 

2AneFni  (35) 

où   n    passe    par  toutes  les  valeurs    entières    comprises 
entre  nx  et  n2. 

Les  deux  fonctions  An  et  Fn  sont  telles  que,  si  l'on 
y  fait  n  =  v-\-z,  ces  deux  nouvelles  variables  étant 
également  considérées  comme  des  nombres  entiers,  on 
obtient  les  séries  suivantes,  qui  sont  convergentes  dans 
les  limites  données: 

An=  A+B-+C*  +  ...f    Fn=  Fa  +  Gz  +  H-  +  I-t+  ...      (36) 
a  a  a  a 

Les  termes  sont  ici  rangés  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  z  et  les  puissances  décroissantes  de  la  gran- 
deur a.  Celle-ci  est  regardée  comme  un  nombre  très 
grand,  mais  non  infiniment  grand,  et,  dans  ce  qui  suit, 
toutes  les  grandeurs  seront  rangées  suivant  les  puis- 
sances de  a,  de  manière  que  celle  qui  renferme  une 
puissance  supérieure  de  a  sera  considérée  comme  une 
grandeur  d'un  ordre  supérieur.  Les  coefficients  A,  B, 
. . . ,  F,  G,  ...  sont  ici  au  plus  des  grandeurs  du  même 
ordre  que  l'unité  («°).  Le  calcul  aura  en  vue  de  pré- 
senter les  résultats  avec  une  exactitude  telle  que  les 
grandeurs  d'un  ordre  inférieur  à  l'unité  seront  seules 
regardées  comme  assez  petites  pour  pouvoir  être  négligées. 
Le  nombre  des  termes  de  la  série  (35)  est  lui-même 
très  grand  et  du  même  ordre  que  a.  Les  limites  nx  et 
n2  sont  indéterminées   et  jusqu'à  un   certain   degré  arbi- 

27* 


NOTE  14. 
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traires,  dépendant  seulement,  d'une  part,  des  conditions 
de  convergence  des  séries  (36)  et,  de  l'autre,  de  la  con- 
dition que  n2 — nx  doit  être  un  nombre  très  grand.  Ces 
grandeurs  indéterminées  et  arbitraires  que  j'introduis  ici, 
et  pour  lesquelles  je  me  servirai  dans  ce  qui  suit  de  la 
désignation  commune  a>,  sont  définies  par  ce  caractère 
qu'une  fonction  d'une  pareille  grandeur  marque  la  limite 
vers  laquelle  converge  la  valeur  moyenne  de  la  même 
fonction  d'une  grandeur  déterminée  x,  lorsqu'on  fait 
passer  x  par  une  série  de  plus  en  plus  grande  de  valeurs 
dans  les  limites  tracées  pour  co. 

Ainsi,  si  nous  partons  des  intégrales  connues 

S  «  i»oo  jut: 

e-xxv-idx=  r(n),   (37),     \exixv-idx  =  r(fi)eT\  (38) 

0  % 

dont  la  première  s'applique  à  toutes  les  valeurs  positives 
de  y«,  et  la  seconde  seulement  aux  valeurs  positives  plus 
petites  que  1,  on  voit  que  pour  ^<  1  on  doit  aussi  avoir 

SU)  [XTZ  . 

e^x^dx  =  r(fi)e~ï\  (39) 

puisque 

où  la  dernière  intégrale  peut  être  développée  par  intégra- 
tion partielle  en  une  série  semi-convergente  dont  la  valeur 
moyenne,  correspondant  à  différentes  valeurs  de  w,  con- 
verge vers  0,  lorsque  la  valeur  moyenne  est  prise  de  la 
manière  indiquée  plus  haut,  dans  des  limites  de  plus  en 
plus  larges.  Si  en  outre  ju  est  plus  grand  que  1  dans  l'inté- 
grale (39),  cet  exposant  peut  par  intégration  partielle  devenir 
plus  petit  que  1,  et  la  valeur  moyenne  des  termes  pério- 
diques en  dehors  de  l'intégrale  convergera  également  vers  0. 
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Par  conséquent,  l'équation  (39),  avec  la  portée  donnée  à 
la  limite  supérieure  de  w,  s'applique  à  toutes  les  valeurs 
positives  de  fi. 

Gomme  autre  exemple,  qui  trouvera  une  application 
dans  ce  qui  suit,  nous  pouvons  prendre  la  somme  (35) 
réduite  à  sa  forme  la  plus  simple 


"2 


oarif   ga(«2+l)t 

*  *  NOTE  15. 

1—  eai 


Le  second  membre  doit  également  disparaître  ici,  si  a 
n'est  pas  nul  ni  un  multiple  de  27r,  car  alors  la  somme 
devient  n2 — nx-\- 1 ,  qui  est  bien  indéterminée,  mais  en 
tout  cas  ne  peut  devenir  nulle.  De  plus,  si  a  est  très 
petit  ou  très  voisin  d'un  multiple  de  2  7r,  on  ne  saurait 
non  plus  regarder  la  somme  comme  nulle,  car  le  nombre 
des  termes  est  bien  supposé  très  grand,  mais  non  infini- 
ment grand. 

Si  la  somme  est  nulle,  elle  continuera  aussi  à  l'être 
si  on  la  différence  un  nombre  arbitraire  de  fois  par 
rapport  à  a.     On  aura  donc  plus  généralement 

"2 

2nmeani    =    0  *,  (40) 

"1 

si  m  est  un  nombre  entier  ou  nul  et  si  a  n'est  pas  nul 
ni  très  voisin  de  0  ou  d'un  multiple  de  2jt. 

Si  nous  considérons  maintenant  la  somme  donnée 
par  les  développements  (35)  et  (36),  on  voit  qu'elle  peut 
être  transformée  en  une  série  convergente  avec  des 
termes  qui,  en  laissant  de  côté  les  facteurs  constants, 
ont  la  forme 

«2— V 

2zmeGzi. 


NOTE  16. 
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Par  conséquent,  si  l'on  ne  peut  avoir 

G  =  ^tt,  (41) 

pour  p  =  0  ou  un  nombre  entier,  et  que  G —  %px  ne 
soit  pas  non  plus  très  voisin  de  0,  la  somme  (35)  dispa- 
raîtra en  entier. 

Est-on,  au  contraire,  à  même  de  trouver  une  valeur 
de  v  qui  permette  de  satisfaire  à  la  condition  ci-dessus 
(41),  Gz  peut  alors  être  omis  dans  l'exposant,  et  la 
sommation  être  remplacée  sans  erreur  sensible  par  une 
intégration.  La  somme  (35)  pourra  donc  prendre  la 
forme 

\dz^A+BZ-+..\eK  a      «2        \  (42) 

J-(i/-Wl) 

où  nous  nous  bornerons  à  supposer  v  compris  entre  w, 
et  nz  de  manière  à  faire  rentrer  u—nt  et  na — v  dans  le 
genre  de  grandeurs  indéterminées  défini  plus  haut.  Si. 
dans  cette  intégrale,  on  change  le  signe  de  z  pour  2'<0, 
et  qu'on  pose  ensuite  Hz2  =  ax,  les  limites  de  a?,  H 
n'étant  ni  nul  ni  très  petit,  rentreront  dans  les  grandeurs 
comprises  sous  la  désignation  commune  &>,  et,  par  le 
développement  en  série,  l'intégrale  prendra  la  forme 

Comme  on  a  r(l)  =  Vx,  ces  intégrales,  en  vertu  de  (39), 
deviendront  finalement 
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4|/|e("+î)<  (43) 

les  termes  du  même  ordre  que  or*  et  d'un  ordre  inférieur 
étant  négligés.  Ce  résultat  est  également  valable  pour 
les  valeurs  négatives  de  H  si  l'on  a  soin  de  poser 

1  .  _£, 

^=-_,._«    ,. 

Il  cesse  de  l'être  pour 

H  =  0. 

Dans  ce  cas,  nous  pouvons,  pour  le  généraliser  davantage, 
supposer  que  G  —  ^pn  est  une  grandeur  très  petite; 
alors  la  sommation  pourra  aussi  être  remplacée  par  une 
intégration,  et,  au  lieu  de  (42),  on  obtiendra  l'intégrale 
suivante 

(1"2~V/  /  *3  24  25  N 

\dz(A+B-  +  C-t+  ...\ey  a       a       a       \     (45) 

t/—  (V-«i) 

Changeons-y  également  le  signe  de  z  pour  2<0,  et  po- 
sons ensuite  -^Iz*  =  «2x*,  le  double  signe  étant  déter-  *  note  17. 
miné  de  manière  que  -}-/  soit  positif.     En  introduisant, 
pour  abréger,  les  notations 

G-%pn  -  -jfë,  (46) 


Ç  =  Var-f  cos(— £^+#)d#  (^) 

et  Jo 

A  =  AJ,  B  =  BJ,  C=CJ,  K=KJ  et  L=LJ,    (48) 

on   pourra  sans   difficulté    donner   à   l'intégrale   (45)    la 
forme 
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NOTE  18. 


±|#-[(«0»^«+(<J)*<(3,g+JAg) 

-C.g-KA+B^g-I  ^g] ,       (49) 

les  termes  de  l'ordre  de  a~\  et  au-dessous  étant  négligés. 
Dans  le  cas  où  s  =  0,   on  obtient  à  l'aide  de  (39) 

7  Uy       6  —  ^—     sd?'   '13/       6     S         ïrf?  ' 

"  dî~   de  ~   de" 
où 

T(i)   —  2,67894  . . .  ,       F(f  )   =    1,35412 

ou  avec  les  logarithmes  vulgaires 

logr(^)   —  0,4279627...,      log  /*($)   =  0,1316565.... 

L'expression  (49)  prend  alors  la  forme 
± j^ e™ [(alM ni)  +  («1)1  i (B- 1 A&) r«)l .  (50) 

L'intégrale  Q  (47)  a,  sous  une  forme  un  peu  diffé- 
rente, été  calculée  numériquement  par  M.  Airy*,  qui 
pour  l'intégrale 

\dco  cos  -^  (coa — fio))  =  W 
a  donné  le  tableau  suivant: 


p 

W 

IJ- 

W 

-5 

0,00041 

0 

0,66527 

-4 

0,00298 

1 

1,00041 

-3 

0,01730 

2 

0,56490 

—2 

0,07908 

3 

—0,56322 

-1 

0,27283 

4 

—0,47446 

5 

0,68182 

*  On  the   intensity  of  Light  in  the  neigbourhood  of  a  Caustic. 
Trans.  of  the  Gambr.  phil.  Soc,  t.  VI,  p.  379;  t.  VIII,  p.  595. 
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A  l'aide  de  ce  tableau ,  on  peut  aussi  calculer  Q. 
car  on  a  /  -  \  *  /  -  \  i 

•-(î)V.      ff-8(f)'F. 

En  partant  de  /*  =  0,  du  côté  négatif,  TT  va  tou- 
jours en  décroissant  jusquà  0:  du  côté  positif,  W  va 
d'abord  en  croissant,  atteint  un  maximum  pour  ^  =  1,08 
et,  par  un  mouvement  périodique  autour  de  zéro,  se 
rapproche  ensuite  de  cette  dernière  valeur.  Le  premier 
et  le  plus  grand  maximum  de  W  est  1,504  fois  plus  grand 
que  la  valeur  de  W  pour  m  =  0. 

M.  Stokes  *  a  étendu  le  calcul  de  M.  Airy  jusqu'aux 

50  premières  racines  de  l'équation  W  =  0  et  jusqu'aux 

dW 

10    premières    de   —=—  =  0.      C'est  ainsi   qu'à  W 7  =  0 

correspond  la  série 

fi   =  2,4955;     4,3631;      5,8922;      7,2436;      8,4788   ... 

dans   laquelle    la    racine   d'ordre    q,    pour    des    valeurs 

croissantes  de  q,    converge  vers  3(q —  J)t.     On  a  égale- 

dW        .  , 
ment  pour  -=—  =  0  la  série 

H  =    1,0845;      3,4669;      5,1446;      6,5782;      7,8685   ... 

où  la  racine  d'ordre  q  converge  vers  3(q —  f)^. 

Les  différents  coefficients  différentiels  de  Q  par  rap- 
port à  e  qui  entrent  dans  l'expression  (49)  pourront 
tous  être  facilement  exprimés  par  Q  et  -^-,   car  on  a 

d2Q  *  n  * 

d?==~JÇ*  *N0TE19- 

d'où  peuvent  se  déduire  les  coefficients  différentiels  supé- 
rieurs, par  exemple 

de'         9  V       3  de  '    6tC- 
*  Trans.  of  the  Gambr.  phil.  Soc,  t.  IX,  p.  166. 
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Les  maxima  et  minima  de  ~  correspondent  par 
conséquent  à  Q  =  0,  d'où  il  suit  que  le  premier 
maximum  a  lieu  pour  p  =  2,4955  ...  Le  module  (ou 
l'amplitude)  de  l'expression  (49)  varie  avec  les  valeurs 
croissantes  de  e  d'une  manière  analogue  à  l'intégrale  W, 
si  l'on  peut  se  contenter  de  prendre  en  considération  le 
premier  terme,  qui  est  de  l'ordre  le  plus  élevé;  mais  si 
les  termes  suivants  ne  sont  pas  négligeables,  le  module 
renfermera  aussi  bien  Q  que  -~ ,  d'où  il  résulte  que  les 
maxima  seront  déplacés  et  que  le  module  ne  pourra, 
en  général,  devenir  nul  dans  ses  variations  périodiques. 
La  périodicité  deviendra  ainsi  moins  apparente. 

En  comparant  entre  elles  les  deux  expressions  (43) 
et  (49)  de  l'intégrale  (42),  on  voit  que  la  première  est 
du  même  ordre  que  a»  et  la  seconde  du  même  ordre  que 
al  On  peut  se  rendre  compte  de  la  manière  dont  se  fait 
le  passage  de  l'une  à  l'autre  en  se  représentant  que  H 
décroît  jusqu'à  devenir  une  grandeur  très  petite,  en  même 
temps  que  G  —  2^/T  continue  à  être  nul.  Il  sera  alors 
loisible  de  poser,  dans  l'intégrale  (42),  z  =  z'+ô  et  de 
déterminer  à  de  façon  que  le  coefficient  de  z'2  dans  l'ex- 
posant devienne  nul.  Nous  arrivons  ainsi  à  la  forme  (45) 
où  G—Qpn  devient  égal  à  —  ^j ,    et  par  conséquent 


On  voit  par  là  que,  dans  ce  passage  de  l'intégrale  (42) 
à  l'intégrale  (45),  e  restera  nécessairement  positif.  Le 
passage  de  (43)  à  (49)  se  fait  donc  par  cette  variation 
périodique  décrite  plus  haut,  les  valeurs  de  p  ou  de  e 
variant  en  décroissant  positivement,  variation  dans  laquelle 
le  dernier  et   le   plus  grand   maximum   est  atteint  avant 
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que  e  devienne  nul,  tandis  qu'à  partir  de  là  le  module 
décroît  rapidement  jusqu'à  0,  en  même  temps  que  e,  en 
passant  par  0,  prend  des  valeurs  négatives  de  plus  en 
plus  grandes. 

Nous  rencontrerons  enfin  dans  le  chapitre  suivant 
des  sommes  qui  se  laissent  transformer  en  une  intégrale 
de  la  forme 

a^£+B|+  ...)eK4+<.+4.+-)<   (5i) 

Si  l'on  y  pose  Gz2  ==  ax  et  que  G  ne  soit  ni  nul  ni  très 
petit,    la  limite   supérieure  de  x  rentrera  dans  les  gran- 
deurs que  nous  avons  désignées  plus  haut  par  <y*,  et  en  *  note  20. 
négligeant  les  termes  d'un  ordre  inférieur  à   l'unité,    le 
résultat  de  l'intégration  sera 

Mais  si  G  est  très  petit,  on  pose  Hz4  =  aV,  la  limite 
supérieure  de  x  étant  désignée  comme  auparavant  par 
w*,  et  on  pose  pour  abréger  *  note  21. 

G  =  ±.\/f  -  (53) 

le  signe  supérieur  correspondant  à  G  positif  et  le  signe 
inférieur  à  G  négatif.     L'intégrale  devient  par  suite 

^Çx((aH)K4+Bx+^x*YFa±£x+x2)\       (54) 

Pour  s  =  0,  l'intégration  donne 


\/^t)'+^{BH_â1)1^\     (55) 
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tandis  que  l'intégrale  générale  (54)  peut  s'exprimer  par 

""""         e_ti,'±»*'-'.  (57) 

De   cette   dernière    intégrale    on    tire    par    différentiation 
relativement  à  e  et  par  intégration  par  parties 

d'où  résulte  encore 

g-.±('+0+(-ï+£>.     m 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (56),  cette  expres- 
sion de  l'intégrale  cherchée  sera  déterminée  par  des 
grandeurs  connues  et  par  l'intégrale  Q. 

Cette  dernière  intégrale  a  souvent  été  employée 
sous  différentes  formes,  notamment  pour  le  calcul  des 
phénomènes  de  diffraction,  par  exemple  par  Fresnel, 
Gauchy,  Knochenhauer,  Quet,  etc.  M.  Ph.  Gilbert*  a 
calculé  une  table  étendue  pour  les  deux  fonctions  N  et 
i/,  déterminées  par 

et  comprenant  toutes  les  valeurs  depuis  (/  =  0,oo  jus- 
qu'à p2  =  30,00. 

Par  conséquent,  lorsqu'on  prend  le  signe  supérieur 
dans  l'intégrale  Q,  elle  peut  être  calculée  directement  par 
cette  table.    Si  l'on  prend  le  signe  inférieur  et  qu'on  pose 

*  Recherches   anal,  sur  la  diffraction  de  la  lumière.    Mém.  cour, 
de  l'Acad.  de  Bruxelles,  t  XXXI,  p.  1.     1862—63. 
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'      7T  Jo 


on  aura 


W  2  2 

71  —  S      .      .     .      ÏT  —  £ 


r     7T  *J— o;  \  4 


zsin 


4 
expression  qui  permet  de  déterminer  N,  et  M1  par 

2  2 

iV;  =  1/2  cos  ^=£  —  JV,     Mt  =  l/2sin^=-î  -M. 

Les  deux  grandeurs  iVet  iH  décroissent  rapidement  et 
d'une  manière  continue  pour  des  valeurs  croissantes  de  g, 
d'où  il  suit  que  Nt  et  Ml  sonnt  des  foctions  périodiques. 
Gomme,  d'après  (58),  on  a  signe  avec  le  inférieur 

de  ]/%r^  T    l'       de  2^' 

il  en  résulte  que 

de  'de         \/^K 

On  voit  par  là  que  le  maximum  et  le  minimum  de 
Nl+M\  correspondent  à  Nl  =  0,  qui  lui-même,  pour  de 
grandes  valeurs  de  g,  correspondra  approximativement  à 
cos— 4~  =  °'   et  par  conséquent  à  £2  =  (4^  —  1)/T  ou  à 

1  /4»  — 1 
^  =  y  — « — ,   p  étant  un  nombre  entier. 

D'après  M.  Gilbert,  on  a 

iV12  +  i¥12=  2,7407,   ,,=  1,2172,    (l/|=  1,2247),  1«  max., 

1,5562,  ^=  1,8725,  (j/I  =  1,870s),  1er  min., 
2,3985,  /.  =  2,3445,  (Vy  -  2,3452),  2*  max., 
1,6864,    ^  -  2,7390,    (j/5  =   2,738ô),    2e  min. 
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A  fi  =  0  correspond  AJ+  MJ  =  i,  et  à  ^  =  oo,  N\  +  M\ 
=  2. 

Si,  dans  (56),  nous  ne  tenons  compte  que  du  terme 
de  l'ordre  le  plus  élevé  (a*),  il  résulte  de  ce  qui  précède 
que  le   module   de  cette   expression  croîtra  de  0,    pour 

G  =  -\-  oo,  jusqu'à  -j  \/%  ,  pour  G  =  0,  qu'il  conti- 
nuera à  croître  pour  des  valeurs  décroissantes  de  G 
note  22.  jusqu'à  2,3412  j|/^,  pour  G  —  — 1,2172  |/^—*,  et 
que,  par  des  variations  périodiques  décroissantes,  il  at- 
teindra enfin  le  double  de  la  valeur  correspondant  à  G  =  0. 

4.    Cas  de  a  très  grand.    Mouvement  sur  l'axe  principal. 

De  même  que  dans  le  chapitre  précédent,  a  est  con- 
sidéré ici  comme  un  nombre  très  grand,  et  nous  cher- 
cherons à  déterminer  le  mouvement  de  la  lumière  en 
négligeant  seulement  les  grandeurs  d'un  ordre  inférieur 
à  l'unité. 

Nous  essaierons  d'abord  de  déterminer  ce  mouvement 
dans  le  voisinage  du  centre  de  la  sphère,  en  regardant  a' 
qui  est  la  distance  du  point  considéré  au  centre,  mesurée 
avec  çr~  comme  unité  de  longueur,  comme  un  nombre  très 
petit  par  rapport  à  a  et  à  «'.  Sous  cette  condition,  vn(a'), 
déterminé  par  la  série  (22),  deviendra  très  petit  si  n  se 
rapproche  de  «,  et  c'est  pourquoi  les  termes  de  la  série  (31), 
en  ce  qui  concerne  K'  et  S',  n'acquièrent  de  l'importance 
que  pour  les  valeurs  inférieures  de  n.  Dans  les  expres- 
sions que  les  équations  (34)  donnent  pour  k'n  et  s'n,  on 
pourra  donc  aussi,  d'après  (23)  et  (25),  poser 

Vn(a)  =  sin  (a—  ~j  ,     vn(a!)  =  sin  U'—  ~J, 

Wn(a)  =  cos(  «—  y)- 
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On  obtient  ainsi 


N  ) 

stn+i  —  *»  -  *„  -  e    C0Sa,+  iNslnaf  - 


S2n    -    K2n+L    —    S0   —    e       Ncœaf+is[naf 

Les  séries  (31)  deviennent  alors 

+  (Pn(cos0—  Pn(— cosp))s;]fl„(a'), 

0,  sine/'  d    X  '  2*+l    fe-—  Vr/ d  /        nid/  n\  ' 

S  =  - W Tf2<  Mm+Y) À      2 ' [(P" (cos0  +  P"(-cos0) '. 

~{-(Pn{cos<p)—Pn{—cos<p))k'0]vn(a'). 

On  peut  sommer  ces  séries  à  l'aide  des  équations  (26)*  *  note  23. 
et  (27),  ce  qui  donne 

cosc^ 
K'  =  —  e   ,  .     -  eM  [(-  sin  a'cos  <p  +  sin  (a'cos <p)) k0  +  i (-  cos ar+  cos  (a'cos <p))  s'o~], 

S'  = r:r^  ekti  [(- sm  a' cos  <p +  sm  (a' cos  <p))sl  +  i(- cos  a' +  cos  (a' cos  (p))k'o\. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (18)  et  en 
posant  pour  abréger 

em( — £sin(a'cosç?)^  +  cos(^'cos^)So)  =  Q> 
il  vient 

$' =  sin^cos^Ç),   rj  =  cos^cos^Ç,    £'  =  — sin^Ç. 

On    en    déduits   les    composantes    par   rapport    aux 
axes  fixes 

?-  0,  ?'=  e,  c'=  0. 

En  remplaçant  Q  par  sa  valeur,  on  obtient  par  une 
petite  transformation 

z.' 4.  o'  y o' 

yj  =    e{kt- a' cos  <p)i     0  ~°o g(W+a'cosÇ>)i  ^o ^>  ^  /g  j  \ 
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Le  sens  physique  de  ce  résultat  ressort  plus  distinct  si 
on  développe  en  série  les  valeurs  (GO)  de  k[  et  de  s[, 
après  avoir  exprimé  cosa'  et  sin«  sous  une  forme  ex- 
ponentielle, ce  qui  donne 

2JV    XT1  /N—\\m  °>N    X"1/] N\m 

0      N+\^L,  \N+\)e  '  s°-N+l^\l+N)e 

où  m  passe  par  la   série   des  nombres  entiers  depuis  0 
jusqu'à  go.     On  obtient  ainsi 

9  TV     X^/N—  1\2m 
?  =  N+\2,  (n+î)    «"•-*-«—'-+«»*)« 

"ïv+L^,  (f+î)     ew+^^-^+w*.  (62) 

Le  mouvement  de  la  lumière  dans  le  voisinage  du 
centre  est  ainsi  représenté  par  une  somme  de  vibrations 
qui  sont  parallèles  à  celles  des  rayons  incidents,  et  ap- 
partiennent à  deux  groupes  de  rayons  dont  l'un,  ayant 
la  même  direction  que  les  rayons  incidents,  est  réfléchi 
un  nombre  pair  de  fois  ou  pas  du  tout  par  la  surface 
interne  de  la  sphère,  pendant  que  l'autre  se  dirige  en 
sens  contraire  après  un  nombre  impair  de  réflexions. 
A  l'entrée  des  rayons  dans  la  sphère,  l'amplitude  est 
changée  dans  le  rapport  de  1  -[-  N  à  2  AT  et,  après  chaque 
réflexion,  dans  celui  de  l-\-N  k  1  —  IV,  tandis  que  la 
phase  correspond  au  chemin  optique  parcouru,  résultats 
qui  s'accordent  avec  ceux  auxquels  on  arrive  par  la 
méthode  élémentaire,  lorsque  les  deux  surfaces  réfrin- 
gentes sont  considérées  comme  planes  et  perpendiculaires 
aux  rayons  incidents. 

Si  le  point  considéré  n'est  pas  très  près  du  centre, 
il    faut    avoir    égard,    dans   les   séries,    aux  termes   qui 
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correspondent  à  de  très  grandes  valeurs  de  n.     C'est 
pourquoi    il    sera    d'abord    nécessaire    de    chercher    des 
développements  convenables  pour  les  fonctions  vn  et  wn. 
On  a  identiquement 


vn  =  Vvl  +  Wn  sinarctg-^,  wn  =  ]/K  +  w%  cos  arc  tg  — , 
ou  en  posant 

#n  +  Wn  =  qn,    arctg—  =  /„, 

wn 

vn  =  Vqn  sin  /„ ,     ivn  =  ^„  cos  iw .  (63) 

A  l'aide  de  l'équation 

lVnV'n  —  WnVn    =    1  , 

on  obtient  en  outre,  en  désignant  la  variable  par  a, 

è-V  (64) 


W7r 
ire  par  intégration,  /„  ==  a  - 

à  a  =  GO 


d'où  l'on  tire  par  intégration,  ln  =  a ~-k  correspondant 


*■ -  *-ï-iHH>      (65) 

Les  séries  fournies  par  (23)  et  (25)  pour  v„  et  wn 
donnent 

,    ,    w(«+l)  1    .   (n-l)w(n+l)(n+2)  1-3   .         __ 

Si  a  est  un  nombre  très  grand  de  l'ordre  de  «,  et  que 
toutes  les  grandeurs  de  l'ordre  de  a-1  ou  d'un  ordre  inférieur 
puissent  être  négligées  par  rapport  à  celles  du  même  ordre 
que  l'unité,  on  pourra,  par  la  sommation  de  la  série  (66), 
obtenir  l'expression  suivante  de  qn  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  jusqu'à  une  certaine  limite  inférieure  à  a,  et  où  la 

28 
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différence    a  —  (»4- 1)    peut    encore    être    rapportée    à 
l'ordre  de  «, 

•NOTE25.  qn  =  -===^====,     a>n  +  §.*  (67) 

Va2—  (»  +  J) 

En  substituant  cette  expression  de  r/w  dans  (65),  où 
elle  doit  rester  valable  pour  tous  les  éléments  de  l'inté- 
grale, on  trouve  par  l'intégration 


Ai  =  ^2- (n  +  i)2-  -y  +  (n  +  i)  arc  sin -JJ .       (68) 

À  </„   et   à   jl„   sera   ajoutée   plus   loin   la   variable,    qui, 
pour  abréger,  a  été  omise  ici. 

Tant  que  l'équation  (67)  est  applicable,  les  coeffi- 
cients différentiels  de  qn(a)  et  de  qn(a)  par  rapport  à  a 
et  à  a  peuvent  être  négligés  par  rapport  aux  grandeurs  de 
note  26.  l'ordre  de  «°  *,  comme  qn(a)  et  qn(a').  Si  nous  revenons 
maintenant  aux  équations  différentielles  (33)  et  (34)  et 
si  nous  introduisons  pour  abréger  les  notations 

Nqn{a!)-qn{a)  _     ,         2 Nqn(a) qn{a) (Nqn(a') -qn(a))m  _     , 
Nqn(a')+qn(a)     "  °n'  (Nqn(af)  +  <Z„(«))™+2 

g»(«') -■%.(«)  _  .        2 ^"(«) °n(a) (qn{a)-Nqn{a))m  = 
qn(a')+Nqn(a)  ~       "'  (<?„(«')  +  %.(«))"+*  ~  '*'" 


2  ffl/gnfc)  </„(«')  (J\Tg>t(a')  -  gll(g))" 


2  iW  ?,(«)  g,(g')  (?,(«')  -  ATg„(«)) 
~   (?*(«')  +  -%>(«)) 


m+i  r». 


on   pourra   exprimer   les  coefficients    par    des    fractions 
qui   se  laissent  développer  dans  les  séries  convergentes 
note  27.  suivantes  *  : 
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m  =  0 
2 S.   =  —\-C   fiM*)iX-~£lc       é»2(A„(a)  —  (m-\-l)Àn{a))i 

772  =  0 
771=  00 

m  =  0 

772=  00 


(69) 


Passant  ensuite  à  la  sommation  des  séries  (31), 
nous  nous  bornerons,  dans  ce  chapitre,  au  cas  où  le 
point  considéré  est  situé  sur  Vaxe  des  x  (l'axe  principal). 
Il  est  à  remarquer  que,  pour  cos  y?  =  1,  on  a 

dPn  (cos  <p) d2Pn  (cos  (p)  _         n  (n  + 1  ) 

s'm<pd<p  d<p*  2       ' 

et  pour  cos  <p  =  —  1 

dPn (cos <p)  _        d2Pn (cos <p)  _  ^nn (n+J) 

sin^efy>  d<p*  ~  \      >         2 

Si  maintenant  on  introduit  dans  (17)  les  développe- 
ments de  K  et  de  S  et  dans  (18)  ceux  de  K'  et  de  Sf, 
et  qu'on  détermine  ensuite  les  composantes  par  rapport 
aux  axes  fixes  à  l'aide  des  équations 

$  =  cos^f — sin^jy, 

y  —  sin^cos^f-j-cos^cos^jy  —  sin^Ci 
C  =  sin^sin^-f-cos^sin^-f-  cos^C, 

et  des  équations  correspondantes  pour  un  point  intérieur, 
on  trouvera  que  les  vibrations,  sur  l'axe  principal,  vont 
partout  dans  la  direction  de  l'axe  des  y,  ce  qui  est 
aussi  une  conséquence  directe  de  la  symétrie  du  mouve- 
ment de  la  lumière  par  rapport  au  plan  des  xr/1   et  que 

28* 
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les  vibrations  à  l'extérieur  et  à  l'intérieur  de  la  sphère 
seront  déterminées  par 

—  e  +^>   -^^       2  '  (^kn(vfn(a)+wfn[a)i)+sn(vn{a)+tvn(a)i)), 

le  signe  supérieur  se  rapportant  au  côté  positif  de  l'axe 
des  x,  et  le  signe  inférieur  au  côté  négatif. 

Les  fonctions  de  n  qui  entrent  dans  ces  expressions 
peuvent  être  développées  suivant  les  puissances  de  n-\-\ 
en  séries  qui  restent  convergentes  jusqu'à  une  certaine 
limite  n  =  nl,  jusqu'à  laquelle  nous  effectuerons  d'abord 
les  sommations  indiquées.  C'est  ainsi  que  l'expression 
de  Xn(a)  dans  (68)  peut  être  développée  dans  la  série 
suivante 


3 
6 


Pour  qn  nous  avons  le  développement  en  série  (66) 
et,  à  l'aide  des  équations  (63),  on  obtient 

vn(a)  +  wn(a)i  =  iVq^)e-Àn^\ 

et  en  négligeant  q'n  (a),  en  vertu  de  (64), 

Vn(a)  +  w'Ja)i  =  -JL-ar-J-W* 

Nous  considérerons  maintenant  à  part  les  différents 
termes  dont  se  composent  les  équations  (69)  qui  définis- 
sent les  coefficients,  et  nous  commencerons  par  poser 

Zkn  =  -1,     %sn  =  -1. 

La  première  équation  (70)  donnera  alors 
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En  y  remplaçant   Àn(a)  par  la  série  (71),    on  voit  que 

l'exposant   renfermera    le   terme  -^-  (-J- 1  -f- 1).      Si    l'on 

prend  le  signe  inférieur,  ce  terme  se  réduit  à  nn  et, 
d'après  ce  qui  a  été  exposé  dans  le  chapitre  précédent, 
la  somme  devient  nulle.  Par  conséquent,  on  aura  pour 
le  côté  négatif  de  l'axe  des  x 

Mais  si  l'on  prend  le  signe  supérieur,  la  somme,  en 
posant  w  +  i  =  z,  peut  être  changée  en  une  intégrale 
de  la  forme  (51),  et  on  obtient  par  comparaison 

A  —  - ,     Fa  =  kt-a,     G -£- . 

tandis  que,  d'après  (52),  l'intégrale  devient  égale  à 

On  a  donc  pour  le  côté  positif  de  l'axe  des  x 

(kt-a)i   ,      .    (*<-«  +  f)''  n 

La  partie  du  mouvement  qui  est  représentée  ici  n'est 
donc  pas  autre  chose  que  le  mouvement  du  rayon  central 
incident  jusqu'au  point  ou  il  rencontre  la  sphère. 

Si  l'on  considère  ensuite  le  deuxième  terme  des  deux 
premières  équations  (69)  et  qu'on  pose 

Zkn  —  —M2  *»(*)*,     Zsn  =  —Cne*Àniaî\ 
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la   somme    qui   figure    dans    la   première   équation  (70) 
renfermera  l'exposant 

(K-.+».+ï<T.-.)+<-ï^(-i+!)+...).-. 

Avec  le  signe  supérieur,  la  somme  doit  ici  devenir 
nulle,  tandis  qu'avec  le  signe  inférieur,  elle  pourra  comme 
auparavant  être  changée  en  une  intégrale  de  la  forme  (51), 
et  on  obtiendra  par  comparaison 

.         N  —  la  .      „  1x         .  a        /y         al      1    ,    2  \ 

JS-\-\a  z  V      a       a  ) 

D'après  (52),  l'intégrale  sera  donc  égale  à 


N —  1  (jt<_a-|-2a)i 


N+l        (        1 


■K+ï 


Cette  partie  du  mouvement  correspond  au  rayon 
central  réfléchi  par  la  surface  antérieure  de  la  sphère, 
et  le  résultat  est  le  même  que  celui  qui  peut  être  obtenu 
par  la  voie  élémentaire,  la  phase  étant  déterminée  par 
le   chemin  optique  parcouru,    et   l'amplitude,    après    la 

N  —  1 
réflexion ,   étant   égale  à  —  âto  sur   ^a    surface   même 

de  la  sphère ,  par  conséquent  à  la  distance  \  a  (les  di- 
stances mesurées  avec  =—  comme  unité  de  longueur)  du 

foyer  virtuel  des  rayons  centraux,  et  devant  ensuite  dé- 
croître dans  le  même  rapport  que  le  point  considéré 
s'éloigne  de  ce  foyer. 

Gonsidère-t-on  enfin  dans  les  équations  (69)  le  terme 
qui  correspond  à 

K    =    bn,mé^nW-^)XnW)\        S„    =    Cn  m é«.W-<"+l)WaW 
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le  mouvement  sera  déterminé  par 

^S     W  +  i  (kt  +  ^—Xn(a)  +  2Àn{a)-(2tn  +  2)Ân{af))i 

y  i  — T==  (±  K  m  +  c„,m  q„(a))  ex 
^L*   aVqn(a) 

Développé  suivant  les  puissances  de  w  +  £,   cet  ex- 
posant deviendra 

(^-a  +  2«-(2m  +  2)«'+^(=Fl  +  2m+l) 


2 


La  somme  sera  nulle  à  moins  qu'on  n'ait 

=Fl  +  2m+l  =  4^?, 

c'est-à-dire  à  moins  que  m  ne  soit  un  nombre  pair 
quand  le  point  est  situé  sur  le  côté  positif  de  l'axe  des 
x,  et  un  nombre  impair  quand  il  est  situé  sur  le  côté 
négatif.  Gela  posé,  la  somme  peut  être  changée  en  une 
intégrale  de  la  forme  (51)  et  on  obtient  par  comparaison 

„.         .«4iV(l  —  A7)-       _ 

A   =   %a   (1 +#)»+»  '      B   =   0'  'NOTE  28. 

Fa  =  kt-a+2a-(2m+2)a',  G-"(-l+*^+*Y 

£  \         il         G.  CL         / 

24 V      a3+«3      '  a'3    /'  80V      a5  +  «5  a'5    /' 

D'après  (52),  qui  suppose  que  61  n'est  pas  très  petit, 
le  résultat  de  l'intégration  sera 

4jy(l  — JV)W  1 «i-.+ia-<*«+i)«0< 


(l  +  iV)^2       /      12      2w+2\ 
\      a^~  a  a'      ) 
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Ce  résultat  peut  également  être  obtenu  par  la  voie 

élémentaire.     Qu'on  imagine  un  faisceau  cylindrique  de 

rayons  centraux,  de  diamètre  1,  pénétrant  dans  la  sphère. 

Après  m  réflexions  intérieures,    ce  faisceau  sortira  de  la 

sphère  avec  le  diamètre  5 ! — {- ,    et    se    reunira 

ensuite  en  un  foyer  réel  ou  virtuel.    Si   ce  foyer  est  à 

une  distance  at  du  centre,   le  diamètre  du  faisceau  à  la 

distance  a  sera  — — — "*    ;a — — .     Or  la    distance 

al  —  a  a 

pi  ♦   aa*       ■    -  1    i   2       2m  +  2 

focale   at   est   déterminée  par y —  =  0, 

1  a%  *  a  a 

et  l'amplitude  des  vibrations,  qui,  après  les  m  réflexions 

/l  — jV\m    4^V 

et  deux  réfractions,  est  devenue  (  .   ,  ,T     ..  ,  „,, ,    sera 

\l+iV/  (1-j-iV)2' 

augmentée  dans  le  même  rapport  que  le  diamètre  du 
faisceau  a  diminué.  Si  de  plus  la  phase  est  déterminée 
par  le  chemin  optique  parcouru,  on  voit  que  le  résultat 
est  exactement  le  même  que  celui  qui  a  été  trouvé  plus  haut. 
Par  contre,  on  ne  peut  procéder  ainsi  pour  déter- 
miner le  mouvement  aux  foyers  eux-mêmes.  Ceux-ci 
sont  déterminés  par  l'équation  G  =  0,  à  laquelle  se 
rattache  la  condition  2iV>2w  +  2>iVr,  correspondant  à 

0  <  -  <  - ,    par  où  l'on  voit  qu'à   iV<  1  ne  correspond 
ci       a 

aucun  foyer  réel ,  à  1  <  N  <  2  un  seul  foyer ,  etc. 
A  G  =  0  correspond  l'équation  (55),  qui,  avec  les  valeurs 
trouvées  plus  haut  de  A,  B,  H  et  J,  donne  l'expression 
suivante  pour  le  mouvement  au  foyer  considéré 

**  c("-t)' 

1    .    2       2m+2 


1     .îs        zm  -j-2\ 

1       2       2m  +  2 
18  aB  +  75~       a'5 


/      1,2       2m  +  2V 
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Il  résulte  de  l'expression  de  G  que,  si,  d'un  point 
extérieur,  nous  nous  rapprochons  de  la  sphère  le  long 
de  l'axe  principal  et  passons  par  un  foyer,  la  valeur  de  G 
de  positive  deviendra  négative  en  passant  par  0.  On 
voit  par  là  que  l'amplitude,  conformément  à  ce  qui  a 
été  exposé  à  la  fin  du  chapitre  précédent,  croît  rapide- 
ment pendant  ce  rapprochement,  depuis  une  valeur  très 
petite  dans  le  voisinage  du  foyer  jusqu'à  la  valeur  de 
l'ordre  de  «*  déterminée  plus  haut  pour  le  foyer,  et  que, 
continuant  encore  à  croître,  elle  atteint  par  des  variations 
périodiques  une  valeur  double  de  celle  qu'elle  avait  au 
foyer.  Au  delà  de  ce  point,  l'axe  est  rencontré  par 
d'autre  rayons  situés  en  dehors  des  rayons  centraux  et 
dont  l'action  sera  déterminée  plus  loin.  Une  détermina- 
tion plus  précise  du  mouvement  de  la  lumière  dans  le 
voisinage  du  foyer  résulte  de  (56)  et  de  l'aperçu  donné 
ensuite  de  la  valeur  de  l'intégrale  Q  (57). 

Gomme  exemple,  je  supposerai  m  =  0,  le  rayon 
de  la  sphère  =  Ie,  l'indice  de  réfraction  ==  1,5,  et  la 
longueur  d'onde  de  la  lumière  incidente  =  0mm,0005. 
On  aura  alors 

a  —  40000*,     a'  =  1,5a,     a  —   1,5a,     N  =   1,5. 

Ces  valeurs  substituées  dans  (74)  donnent  pour 
résultat 


467,23  e(Fc     4'+li50^«\ 


On  voit  ainsi  que  le  deuxième  terme  n'a  qu'une  im- 
portance médiocre,  et  que  l'intensité,  qui  est  propor- 
tionnelle au  carré  de  l'amplitude,  est  très  considérable 
à  ce  foyer,  à  savoir  217311  fois  plus  grande  que 
l'intensité   de   la   lumière   incidente.      Pour   une  sphère 
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ayant  le  même  indice  de  réfraction  et  un  rayon  double, 

l'intensité  serait,  à  très  peu  près,  deux  fois  plus  grande. 

A  une  petite   distance   d  (mesurée  avec  ~  comme 


unité  de  longueur)  du  foyer,  on  aura  G  =  — ^-5,  et  si 


ad_ 
a* 

l'intensité   a  atteint  en   ce  point  son  premier  maximum, 

on  tirera  de  la  valeur  de  G  donnée  à  la  fin  du  chapitre 
précédent  d  =  1047,  correspondant  à  0mra.0833.  En 
ce  point,  l'intensité  s'élèvera  à  1191200,  car  elle  est  ici 
5,4814  fois  plus  grande  qu'au  foyer. 

Le  calcul  de  la  partie  du  mouvement  de  la  lumière 
qui  a  lieu  sur  l'axe  en  dedans  de  la  sphère,  et  qui 
procède  des  rayons  centraux,  peut  se  faire  d'une  manière 
analogue  en  partant  de  la  seconde  équation  (70).  La 
somme  à  calculer,  en  prenant  isolément  le  terme  général 
des  sommes  données  dans  (69)  pour  k'n  et  sn,  sera 


î 


,  ==(±*cos^n(a)/9„fTO 

+  qn  («')  sin  Xn  (a')  ïn,  m)  ev       2  ' 

Si,  dans  cette  expression,  on  donne  à  cos^„(a')  et  à 
sin  /n(a')  la  forme  exponentielle,  et  qu'on  développe  ensuite 

toutes  les  fonctions  /„  suivant  la  formule  (71),   les  coef- 

yiiz 
hcients  de  -^i  dans  les  exposants  de  e  deviendront 

=Fl  +  2m+l     et     =fl+2w  — 1. 

C'est  seulement  lorsque  ces  coefficients  sont  nuls  ou 

égaux  à  un  multiple  de  4  que  la  somme  n'est  pas  nulle, 

et  cela  n'aura  lieu  que  s'ils  peuvent  être   rapportés   à 

*  note  29.  la  forme  * 

=F(1— (— l)")  +  2m. 

Dans  ce  cas,  on  pourra  donner  à  la  somme  la  forme 
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de   l'intégrale  (51)    et,    par    comparaison   avec    celle-ci, 
obtenir 

*'«  =  ^=F(-l)V+«-(2m+l)«',     G  =  |^t^+I-?^ti), 

«■/(-!)»        1       2m+l\  a5/      (-1)-       1       2m+l\ 

il~24\i_     a'*     ^~«3  *'3     /'  80 \  a'5     "^  a5  a'5    )' 

Si  6r  n'est  pas  très  petit,  le  résultat  de  l'intégration 
sera  d'après  (52) 

_2iV(A7-l)™  1 


(jy+l)»+i     /(-!)»      1       2m+l\ 
\  a'  a  «'      / 

Mais  si  6r  =  0,  on  aura  d'après  (55) 


iV(iV-l)™  /!    / 6tt H-t)' 


(-1)"       1       2m+l 

~T~  V5  ~T~        5  75 


18  a'  a  a  FaV 

T    ,(      (-1)-       1       2m+l\>g 


•    (76) 


Gomme  on  doit  avoir  a!  <  «',  on  voit  que  l'équation 
G  =  0  n'est  pas  possible  pour  iV—  1  < 2w+l <iV-[-l, 
tandis  que  l'équation  pourra  être  satisfaite  par  toutes  les 
autres  valeurs  de  m,  en  prenant  l'un  ou  l'autre  des  deux 
signes  qui  entrent  dans  l'expression  ci-dessus  de  G. 

Si,  dans  (75),  on  regarde  a'  comme  infiniment  petit 
et  qu'on  remplace  m  par  2m  et  2m-fl,  le  résultat  corres- 
pondra à  celui  qui  a  été  trouvé  dans  (62),  où  le  mouve- 
ment dans  le  voisinage  du  centre  a  été  déterminé  par 
une  autre  voie. 
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Nous  continuerons  maintenant  la  sommation  des 
séries  (70)  de  n  =  »,  à  »  =  n„  n2  étant  la  limite  su- 
périeure de  n  qui  satisfait  à  la  condition  de  l'application 
des  formules  (67)  et  (68)  aux  fonctions  qn  et  Xn.  Les 
séries  prendront  ainsi  la  forme  indiquée  dans  (35),  et  en 
posant  également  ici  n  =  y +  2,  où  v  et  z  sont  considérés 
comme  des  nombres  entiers,  nous  introduirons  les  no- 
tations suivantes 

note  30.     M  +  l  =  «sin#  =  dsind'  =  asin#  =  a'sin#',*    (77) 

où  les  quatre  angles  0,  B\  &  et  &'  sont  compris  entre  0 

et  ~  et  supposés  n'être  pas  très  voisins  de  ces  deux  limites. 

Il  résulte  de  (67)  que 

1  =  cos  6  qv(a)  =  cos  6' qv(a)  =  cos  iïq^a)  =  cos  ^(a') .     (78) 

Les  coefficients  bv,  bVtTn,  etc.,  seront  alors  déterminés  par 

.  Ncos6  —  cos8'      .  a,T       a       a   (Ncosd  —  cos#')m 

K    =    Tr 7T-> 77m       Km  =    2iVcOS0COS0' 


iVcostf  +  costf"       'w  (2Vcos0  +  cos0)'*+2' 

cos0  — iVcostf'  aAT       .        _,    (costf— Ncos8')m 

Cv   =  7T-T— vr 777,       Cv,m  =    QNcOSdCOSâ'  -r a    ,     tvt ^x',  «  i 

cos#-f-iVcos0"       '  (cos#  +  2Vcos0')m+2' 

"< s   (Ncosd  —cosâ')m 

-,   (costf—  Ncos0')m 


ÏVfTn  =  2AVcos#cos0 


(costf  +  iVcoséf)"*"1' 


Les  coefficients  correspondants  6n ,  £n,  m ,  etc. ,  pour- 
ront être  développés  en  séries  suivant  les  puissances  de 
2,  telles,  par  exemple,  que 

h  *    i   /      1     A,  »        1      ^jA~  » 

w  ~~    v  '    \^c~o~s~0  dâ^a'cosd'dâ')      '   "" 

On  a  également  d'après  (68) 
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z2 sinflz3        (l  +  2sin2fl)z4 

cos  6  +  6  «2  cos3  0  "+      24  «3  cos5  0 


et  l'on  obtient  de  la  même  manière  les  développements 
correspondants  de  À»(a),  Àn(a),  h{a'). 

De  même  qu'auparavant,  nous  considérerons  mainte- 
nant à  part  les  différents  termes  des  développements  (69) 
de  kn  et  de  s„,  et  nous  commencerons  par  supposer  que 

Zkn  =  —  1,     2sn  =  — 1. 

La  somme  y  (70),  prise  de  n  =  nt  à  n  =  n2,  ren- 
fermera dans  cette  hypothèse  l'exposant 

(i<TÎ-i.(«))  =  (*«:FY-A<a)  +  (=F|-#+|)*+  •••)»•• 

Le  coefficient  de  s  ne  pouvant  être  ici  ni   nul  ni 
très  petit,  la  somme,  dans  ce  cas,  sera  donc  nulle. 
Si  l'on  suppose  ensuite  que 

la  somme  renfermera  l'exposant 

où  le  coefficient  de  zi  deviendra  Tl—  (#— w)  +  ^(6~^\ 
et  ne  pourra  non  plus  être  nul  ni  très  petit,  20— #  de- 
vant être  plus  petit  que  n  et  en  même  temps  plus  grand 
que  0,  parce  qu'on  doit  avoir  6>ê.  La  somme  sera 
donc  aussi  nulle  dans  ce  cas. 
Si  l'on  pose  enfin 

t.  ,        MÀn(a)  —  (m+l)Xn{af))i  °L{kn{a)-{m  +  \)kn{a'))i 

K<n  On,mV  ,      Sn  =   Cn>  m  e  , 
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la  somme  renfermera  l'exposant 

où  le  coefficient  de  zi  deviendra 

*(2m+l=Fl)  —  #  +  2#-(2m  +  2)#'  =  G. 

Si  maintenant  on  suppose,  comme  dans  (41),  que 
G  =  %p7r,  la  somme  sera  changée  en  une  intégrale  de 
la  forme  (42),  dont  les  coefficients  seront 

,        .  sin#  ,  .         0,        .         v     D  dA 

Vcos#  ov 

Fa  —  ^  +  (v  +  |)^-|(2m+l  +  l)-acos^  +  2«cosé/  +  (2m  +  2)a'cos^, 

#  _  |( + --ïpZ±)=  -J— (-tg#  +  2tg#-(2w  +  2)tg0'), 

2\    «cos#     «cos#     acosd'J       2sm0v     °  1 

Gomme  v  est  un  nombre  entier,  on  pourra  aussi, 
dans  Fa,  remplacer  le  terme  (v-\-\)G  par  pn ,  si  la 
condition  G  =  2j?7r  est  satisfaite. 

Le  résultat  de  l'intégration  sera  alors  donné  par  la 
formule  (43)  et,  si  l'on  a  H  =  0,  par  (50),  ou  plus  gé- 
néralement, si  G  —  2jp7r  n'est  pas  nul  mais  très  petit, 
par  (49). 

Les  résultats,  en  ce  qui  concerne  un  point  intérieur, 
pourront  aussi  être  déterminés  par  les  mêmes  formules 
en  partant  de  la  seconde  équation  (70),  qui  conduit 
pour  les  coefficients  aux  valeurs  suivantes: 
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.         .    sin#'      ,         QtQ  .  ,  .        x       D  ôA 

A    =  l      (+  COS  fl'/9„,  m  —  (±)  f,,  m)  ,       #    =    «  "ô"  , 

1/cos  #'  ^ 

6?  =|(2m-(±)lTl)  +  (±)^+^-(2m+l)^ 

Fa  =  ^  +  (i;  +  l)(y-?(2»i-(±l)  +  l)  +  (±)a'cosy+acos^-(2m+l)a'cos^, 
ff  =  f^((±)tg*,+  tg<?-(2m+l)tg^), 

Les  signes  entre  parenthèses  (-j-J  sont  partout  pris 
pareillement  soit  pour  -f-  soit  pour  —  et  sont  déterminés 
d'une  manière  plus  précise  par  la  condition  que  G  —  Qpjr 
doit  être  nul  ou  très  petit. 

Si  nous  nous  représentons  le  mouvement  ainsi  cal- 
culé de  la  lumière  sur  l'axe  principal,  produit  par  la 
réfraction  et  la  réflexion  intérieure  de  rayons  lumineux, 
ces  rayons  correspondront  à  tous  ceux  qui  rencontrent 
la  sphère  à  une  distance  v  +  \  de  l'axe  principal.  L'angle 
d'incidence  correspondra  à  0,  l'angle  de  réfraction  à  6\ 
tandis  que  #  et  #'  seront  les  angles  aigus  sous  lesquels 
les  rayons  rencontrent  l'axe  principal  au  point  a  hors 
de  la  sphère  ou  au  point  a'  en  dedans  de  celle-ci.  Après 
m  réflexions  intérieures,  un  rayon  incident  aura  dévié 
de  l'angle 

Jm  =  mx  +  Sd— (2m  +  2)0' 

s'il  est  sorti  de  la  sphère,  et  de  l'angle 

A'm  =  mx  +  e— (2m+l)0' 
s'il  n'en  est  pas  sorti. 
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Pour  un  point  extérieur,  la  condition  G  =  Vpx 
pourra  donc  aussi,  d'après  la  valeur  de  G  donnée  plus 
haut,  être  exprimée  par 

équation  qui  exprime  que  les  rayons  ont  dévié  de  l'angle 
ê  augmenté  soit  d'un  nombre  entier  de  circonférences, 
lorsqu'on  prend  le  signe  supérieur  et  que  l'axe  des  x 
est  coupé  sur  son  côté  positif,  soit  d'un  nombre  impair 
de  demi-circonfirences,  lorsqu'on  prend  le  signe  inférieur 
et  que  l'axe  des  x  est  coupé  sur  son  côté  négatif. 

Pour  un  point  intérieur,  la  condition  G  =  2^7r 
correspondra  soit  à 

soit  à 

A  =  *4-(*i>-*±*)*. 

Le  dernier  cas  correspond  au  précédent,  où  l'inter- 
section des  rayons  et  de  l'axe  principal  avait  lieu  hors 
de  la  sphère;  le  premier  se  présente  lorsque  les  rayons 
coupent  le  côté  positif  ou  le  côté  négatif  de  l'axe  des  x, 
suivant  qu'ils  ont  dévié  d'un  nombre  entier  de  circon- 
férences augmenté  de  l'angle  obtus  n  —  #',  ou  d'un  nombre 
impair  de  demi-circonférences  augmenté  du  même  angle, 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  pour  les  intersections  hors  de 
la  sphère. 

On  voit  par  ce  qui  précède  qu'en  général  tous  les 
cas  où  un  des  rayons  qui,  en  dehors  des  rayons  cen- 
traux, sont  tombés  sur  la  sphère  et  ont  subi  m  réflexions, 
peut  couper  l'axe  en  un  point,  sont  compris  dans  la 
condition  G  =  ^pn. 

Si,  pour  un  point,  G  —  Qpn  n'est  pas  nul,  mais 
est  une  quantité  très  petite,  ce  point  n'est  pas  rencontré 
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directement    par    les   rayons    rectilignes    réfractés,    mais 
seulement  par  les  rayons  infléchis  qui  interfèrent. 

Il  a  été  dit  plus  haut  que,  si,  d'un  point  extérieur, 
nous  nous  rapprochons  de  la  sphère  le  long  de  l'axe 
principal,  nous  rencontrerons,  peu  après  avoir  dépassé 
un  des  foyers  des  rayons  centraux,  une  amplitude  deux 
fois  plus  grande  que  l'amplitude  au  foyer.  En  partant 
de  là,  on  peut  maintenant  pousser  plus  loin  la  déter- 
mination du  mouvement  de  la  lumière  à  l'aide  des  ré- 
sultats obtenus  ci-dessus  pour  un  point  extérieur.  En 
supposant  ces  angles  très  petits,  nous  aurons 

-#  +  2#-(2m  +  2)0'  =  0,   et  2m+l^=l  =  me  de  4; 

par  conséquent  m  est  pair  ou  impair  suivant  qu'on  prend 
le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur. 
On  trouve  en  outre 

A  -   ^4iV(1(1^"2,     Fa  -  kt-a  +  Za-(Vrn  +  Z)a', 

et  en  développant  en  série 

H  =  gL  (-  #8+  2  0*-  (2 m  +  2)  0"). 

Le  résultat  donné  par  (43)  deviendra  donc 

ny  He  t9q:jy (i+N)»+*V  -<y3+203— (2m+2)#'3 

Si  maintenant  on  remarque  que,  les  angles  étant 
supposés  très  petits,  on  aura  d'après  (77)  ad  =  a! 6'  =  a&, 
il  en  résulte  que  l'expression  ci- dessus  sera  précisé- 
ment le  double  du  résultat  trouvé  pour  le  mouvement 
au  foyer,  tel  qu'il  est  déterminé  par  l'équation  (74). 
Le  second  terme  peu   important   de   cette   dernière   for- 

29 
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mule  a  ici  été  laissé  de  côté.  On  voit  par  là  que  les 
résultats  obtenus  conviennent  également  à  des  angles 
assez  petits  pour  que  les  formules  déduites  plus  haut 
pour  les  rayons  centraux  leur  soient  directement  appli- 
cables. On  peut  en  dire  tout  autant  des  points  intérieurs. 
Lorsque  6  ou  ff  se  rapprochera  de  la  limite  supérieure 
y  ,  H  se  rapprochera  de  -j~  oo  pour  un  point  tant  exté- 
rieur qu'intérieur,  et  le  résultat  déterminé  par  (43)  con- 
vergera par  conséquent  vers  0.  Lorsque,  pour  un  point 
intérieur ,    &'    se    rapprochera    de   '■=■ ,  A  convergera  vers 

—  (-Ut     rv^____,    H  vers  (-U 1 et    Fa   vers 

C+(=t)r»    'a  valeur  de  C  étant 

C  —  kt  +  pn—  *(2m=Fl)  +  aCOS0  —  (2w+ l)a'cos0\ 

La  formule  (43)  devient  par  suite 

a\/°* .(a,  +  t)< -    - (-U*     rv.^     l/^2sinflcosT'  (o+f  <i+fcbo)i 
^    iZ  V-;   2l/cos#'»/  (±)1 

expression  qui,   soit  qu'on   prenne  le  signe  supérieur  ou 
le  signe  inférieur,  est  égale  à 


ir^mVÏTrasinde*. 

Si  maintenant  a!  est  supposé  être  un  point  pour 
lequel  #'  devient  exactement  égal  à  ~- ,  et  que  l'un  des 
deux  signes  (-J-)  corresponde  à  un  point  très  voisin 
a'-^h,  le  signe  contraire  correspondra  à  un  autre  point 
a'  —  h.  Mais  on  voit  par  ce  qui  précède  que  le  résultat 
du  calcul  sera  le  même  pour  ces  deux  points  très  voi- 
sins et  qu'il  est  indépendant   de  leur   distance   au  point 
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a',  d'où  l'on  peut  conclure  que  les  formules  trouvées  sont 
encore  applicables  dans  le  cas  où  &'  atteint  la  limite  ^-. 

Les  résultats  exposés  dans  ce  chapitre  comprennent 
ainsi  tous  les  cas  où  les  rayons  lumineux ,  après  avoir 
été  réfléchis  et  réfractés  un  nombre  quelconque  de  fois, 
rencontrent  l'axe  principal  soit  directement,  soit  par  in- 
terférence dans  le  voisinage  des  foyers.  Outre  ces  cas, 
il  peut  aussi  être  question  de  l'action  exercée  par  la 
diffraction  des  rayons  qui  dépassent  le  contour  de  la  sphère  ; 
mais  ces  phénomènes  de  diffraction  ne  se  produisent  que 
dans  le  voisinage  du  bord  géométrique  de  l'ombre  de 
la  sphère,  et  ils  seront  dans  un  autre  chapitre  l'objet 
d'un  examen  plus  détaillé. 

Des  développements  qui  précèdent  il  ressort,  comme 
résultat  général,  que  l'intensité  lumineuse  correspondant 
au  carré  de  l'amplitude  varie  beaucoup  aux  différents 
points  de  l'axe  principal,  qu'elle  est  tantôt  une  grandeur 
du  même  ordre  que  l'unité,  c'est-à-dire  que  l'intensité  de 
la  lumière  incidente,  tantôt  une  grandeur  du  même  ordre 
que  a  aux  foyers  des  rayons  centraux  et  sur  les  lignes 
focales  des  autres  rayons,  et  enfin  aussi  une  grandeur  de 
l'ordre  de  aJ  à  quelques-unes  des  extrémités  des  lignes 
focales.  En  ces  derniers  foyers,  l'intensité,  pour  une 
sphère  infiniment  grande,  serait  donc  plus  grande  qu'en 
tout  autre  point  de  l'axe  (comme  aussi  en  dehors 
de  l'axe);  mais  en  réalité,  si  nous  nous  maintenons 
dans  des  limites  pratiques,  l'intensité  en  ces  points  est 
toujours  bien  moindre  qu'au  premier  foyer  des  rayons 
centraux,  correspondant  à  m  =  0.  Si  nous  prenons 
comme  exemple  N  =  1,5,  un  pareil  foyer  extérieur 
ne  se  produira  qu'après  trois  réflexions  intérieures.  En 
posant  m  =  3,  on  trouve 

29* 
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B  =  73°39'16",6,     ff  —  39°46'15",8,     ê  —  9°8'26",8, 

correspondant  à  G  =  In  et  à  H  =  0.  Si  l'on  suppose 
en  outre  a  =  40000  7r,  la  formule  (50),  en  ne  prenant 
que  le  terme  de  Tordre  le  plus  élevé,  donnera  une  am- 
note  31.  plitude  de  24,681  *  et  une  intensité  de  609,14,  tandis  que 
l'intensité  au  premier  foyer  est,  comme  nous  l'avons  vu, 
de  217311,  par  conséquent  un  grand  nombre  de  fois 
plus  grande. 

5.     Cas  de  a  très  grand.     Mouvement  en  dehors  de  Voxe 
principal. 

Pour  la  fonction  sphérique  P„(co&7?),   on  a  la  série 
connue 
r>  /         >        a1.3...(2n-l)/  .       In      1        ,      ms 

.       2n(2n-l)      1-3        ,       ..  \ 

+  (2n-l)(2n-3)2T4COS^-4)^  +  -> 

série  qui,  pour  w  impair,  se  termine  par  le  terme  qui 
renferme  cos^  et,  pour  n  pair,  par  un  terme  constant 
dont  on  prend  la  moitié. 

Nous  supposerons  maintenant  ici  que  <p  n'est  ni  nul 
ni  très  petit,  et  que  n  est  un  nombre  très  grand.  La 
sommation  de  la  série  donnera  alors,  comme  on  sait, 
l'expression  déjà  trouvée  par  Laplace 


Pn(COS?)    =    |/_|_COs((»-U)p-f)- 

On  en  déduit,  en  négligeant  les  grandeurs  d'un  ordre 
inférieur,  l'expression 


dPn(cos<p)  1/   Un       .       ,     .    0         tt\ 

J "   =    —]/■ ~    Sm  \(n  +  *)<P  —  T    • 

dw  *    nsmcp        \v     '    -/r       4/ 
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Substituons  cette  valeur  dans  les  séries  (31).  Le 
point  considéré  étant  supposé  situé  en  dehors  de  l'axe 
principal,  il  ne  pourra  être  rencontré  par  les  rayons  cen- 
traux, qui  correspondent  à  n<.nx,  et  c'est  pourquoi  on 
n'a  besoin  de  faire  les  sommations  que  de  n  =  nx  à 
n  =  oo.     Les  séries  pourront  ainsi  être  exprimées  par 


ljr  cos 


a   ^L*  v   xnsmw      y     '  2/r      4/ 
»i 

a    j^mj   '    7rnsm<p       \v        ZJT       4/ 

}(79) 

a    jtLmi   v    nnsmç       '  v        ^/r       4/  v    ' 

_  ?i^  X"i/ï^sin((w+è)     -\^-t)"si.   (o,)2s,_ 

a'    ^^   *    ^wsin^       \v     '   2/y       4/  v    ' 

Nous  nous  bornerons,  dans  ce  chapitre,  à  effectuer 
ces  sommations  jusqu'à  n  =  w2,  c'est-à-dire  jusqu'à  la 
limite  la  plus  haute  de  w  au-dessous  de  laquelle  les  fonc- 
tions qn  et  ^„  se  laissent  exprimer  par  les  formules  (67) 
et  (68). 

Des  séries  K  et  S  nous  prenons,  en  procédant 
comme  dans  le  chapitre  précédent,  la  partie  correspon- 
dant à 

2fe« 1,    2sfl  —  —  1. 

Les  termes  dont  elles  se  composent  renfermeront 
les  deux  exposants 

(»-T-J.M±((»+»r-î))<. 
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En  y  posant  n  =  v-\-z,    les  coefficients   de  zi  de- 
viennent par  le  développement  suivant  les  puissances  de  z 

G  «  -*±p, 

où  l'angle  #  est  compris  entre  0  et  -^  et  l'angle  ^  entre 
0  et  7t,  sans  qu'il  atteignent  ces  limites.  La  condition 
G  =  2^7r  ne  pourra  donc  être  satisfaite  que  pour  p  =  0 
et  #  =  ^.  Cela  posé,  la  somme  peut  être  changée  en 
une  intégrale  de  la  forme  (42),  d'après  laquelle  on  obtient 
par  comparaison  pour  la  série  K 


COS^I   / 


2  cos^ 


°2ai  y   7racos#sin#sin^  asin^l/2  7racos^ 

Fa  =  kt  —  a  cos  w  —  T ,     iï  =  —  s . 

r       4  2  a  cos  ^ 

Le  résultat  de  l'intégration  déterminé  par  (43)  devient 

CQSl     gffa-accg^ 

asin^> 

en  supposant,  à  cause  de  l'équation  #  ==  <p,  qu'on  a 
a  sin  (p  <  a  et  0  <  p  <  ~ .  Dans  le  cas  contraire,  le  ré- 
sultat devient  nul 

On   trouve   d'une  manière  analogue  pour  la  série  S 

l     Sm^    e{kt  -  a  cos  <p)  i  < 

a  sin  <p 

En  substituant  ces  deux  valeurs  de  K  et  de  5  dans 
les  équations  (17),  et  en  négligeant  les  termes  d'un  ordre 
inférieur  à  l'unité,  on  obtient  pour  la  partie  correspon- 
dante des  composantes  £«,  r)e,  Qe 

fe=  — sin^cos^^-"005^1",    7je=  — cos^cos^^-flCOS^S 
Ce  ==  sin^^-acos^S 
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valeurs  qui,  on  le  voit,  sont  égales  aux  expressions  des 
composantes  de  la  lumière  incidente  données  par  les 
équations  (13)  avec  des  signes  contraires.  Ce  résultat 
indique  ainsi  seulement  que ,  lorsqu'on  ne  tient  pas 
compte  des  rayons  réfléchis  et  réfractés  et,  par  consé- 
quent, que  la  sphère  est  considérée  comme  étant  entière- 
ment noire  et  opaque,  il  régnera  derrière  la  sphère 
éclairée  une  obscurité  complète  en  dehors  de  l'axe  prin- 
cipal ,  et  jusqu'à  une  certaine  distance  de  ce  dernier. 
Nous  avons  vu  dans  le  chapitre  précédent  que  tel  est 
aussi  le  cas  même  pour  l'axe  principal. 

Nous    considérons    ensuite  le  terme   des   deux  pre- 
mières équations  (69)  qui  correspond  à 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  séries   K  et  S  donne- 
ront des  termes  avec  les  deux  exposants 

où,  par  le  développement  suivant  les  puissances  de  z, 
le  coefficient  de  zi  devient 

G  =  —x—iï+se^ç,. 

Gomme  on  doit  avoir  0^>ÏÏ,  correspondant  à  a>«,  la 
condition  G  =  %pn  ne  peut  être  satisfaite  que  par 
p  =  0  et  en  prenant  le  signe  supérieur.     On  a  donc 

G  =  —n—ft  +  IS  +  ip  =  0. 

Pour  la  somme  if,    on   obtient   ensuite,    par   com- 
paraison avec  l'intégrale  (42),  les  coefficients 
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A  =  -i  C0S<fibv  , 

aV^iza  cos  #  sin  6  sin  <p 

Fa  =  to-acos#  +  2«cos0+?,       #  =  Z^+|^  • 
1  '4  2sin# 

La  valeur  de  l'intégrale  déterminée  par  (43)  devient  alors 

J£   ==  COS(JjDv e(kt-acos#  +  2acos0)i 

al/cos0sinp(— tg#  +  2tg0) 
On  trouve  d'une  manière  analogue 

,9    ==  —lSm<f>Cv  _e(kt-acos#  +  2acos0)i^ 


al/cos#sin^(-tg#  +  2tg#) 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (17)  pour 
la  détermination  des  composantes  du  mouvement  vibra- 
toire, nous  pouvons  présenter  quelques  remarques  d'une 
portée  plus  générale.  Lorsque  les  séries  (79)  exprimant 
K  et  S  seront  changées  en  intégrales,  les  exposants 
seuls  entreront  en  ligne  de  compte  si  l'on  différence  par 
rapport  à  a  et  à  <p,   en   négligeant  toutes  les  grandeurs 

*  note  32.  d'un  ordre  inférieur.*     Ces  exposants  étant  désignés  par 

Fat,  on  a 

Tout  multiple  de  %7ci  pouvant  être  supprimé  dans  l'expo- 
sant, on  aura,  en  prenant  6  pour  variable  indépendante  au 

lieu  de  y,   -^-  =  0,  d'où  il  suit,  si  en  même  temps  a 
ou 

est  variable,  que 

*  NOTE  33.  — =    —  COS  &* 

oa 
En  outre,  <p  doit  entrer  dans  Fa  de  manière  que  l'on  ait 
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—Ô--  =    d=(y  +  i)    =   dz^sin^,*  *  NOTE  34. 

le    signe    correspondant    à    celui    avec    lequel    <p    entre 
dans  Fa. 

On  obtiendra  ainsi  en  général 

Je  =  sm2&-aK,    ye  = +sm&cosê -aK,    Çe  =  ^isinê-aS.    (80) 

En  appliquant  ces  résultats  au  cas  calculé  plus  haut,  on 
trouve 

£ecos#  —  j^sin^  =  0, 

6sin*  +  »7cos*  =  cos^^sin^  ^"^^^ 

'  |/cos#sinp(-tgfl  +  2tg0) 

y    _  SJn^CvSJn?y Jkt-a  cosft+2acos0)i 


^e 


l/cos#sin^(-tg#  +  2tg#) 


Cette  partie  du  mouvement  de  la  lumière  correspond 
au  mouvement  des  rayons  réfléchis  par  la  surface  anté- 
rieure de  la  sphère,  et  les  mêmes  résultats  peuvent  facile- 
ment être  obtenus  par  la  voie  élémentaire.  6  étant 
l'angle  d'incidence,  ê  l'angle  aigu  que  le  rayon  réfléchi 
fait  avec  le  rayon  vecteur,  la  loi  de  la  réflexion  donnera 
— tz— &-\-%6-\-<p  =  0.  Le  rayon  réfléchi  a  un  foyer 
imaginaire  à  la  distance  ~-cos#  (mesurée  avec  ~—  comme 

2  2  7T 

unité  de  longueur)  de  l'élément  réfléchissant  de  la  sphère. 
La  distance  du  point  considéré  à  cet  élément  est 
acosft  —  acosâ,  et  sa  distance  au  foyer  acos#  —  £acos#. 
Si  le  point  considéré  est  situé  à  la  surface  même 
de  la  sphère,  on  a  ft  =  6  =  n  —  <p,  et,  avec  le  sy- 
stème d'axes  que  nous  avons  choisi,  les  composantes  de 
la  lumière  incidente  sont  ici 

$0  =  sin^cos^C,     tj0  =  cos^cos^O,    <T0  =  — sin^C, 
C  =  e^kt  +  aco&0)\ 
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Dans  le  plan  d'incidence,  les  vibrations  sont  donc 
représentées  par 

%cos# —  £0sin#  =  — -cos^C, 

expression  qui,   d'après  les  lois  de  Fresnel,   est  changée 
par  la  réflexion  en 

4g.  (a û'\ 

{-L^jcos^C  =  Mos^C, 

tandis  que  les  vibrations  perpendiculaires  au  plan  d'inci- 
dence deviennent  après  la  réflexion 

sin(0  —  6')  .    ,n  .    ,n 

Dans  le  rayon  réfléchi  l'intensité  doit  ensuite  dé- 
croître dans  le  même  rapport  que  croît  l'aire  sur  laquelle 
la  lumière  se  répand,  et  l'amplitude,  par  conséquent, 
proportionnellement  à  la  racine  carrée  de  cette  aire. 

Cette  aire  est,  au  point  considéré,  déterminée  par 

I  a  cos  #  —  y  cos  6  YldO-  a  sin  <p  d<p , 

qui,   pour  a  =  a,   à  quoi  correspond   #  =  B  =  n—  <p, 

devient 

acosddd*asmdd<p. 

Le  rapport  entre  ces  deux  éléments  est 

a  sin  0  cos  6  sin2# 


(2  a  cos  #  —  a  cos  d)  a  sin  <p        cos  #  sin  <p( —  tg  # -f-  2  tg  0)  ' 

a  et  a  étant  éliminés  par  l'équation  asin#  =  asin#. 

On    voit    qu'on    arrive    ainsi    exactement  au   même 
résultat  qui  a  été  trouvé  plus  haut. 
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Si  enfin  on  introduit  dans  les  développements  (79) 
de  K  et  de  S  le  terme  général  des  deux  premières 
séries  (69),  à  savoir 

h     —  h       Jlttn{a)-{m+\)Xn{a'))i 
i^n    —    un,  m^  i 

g     _    c       eV{Xn{a)-[m  +  \)Xn[a>))i  ' 

les  termes  renfermeront  les  exposants 

En  développant  suivant  les  puissances  de  2,  le  coefficient 
de  zi  deviendra 

G  =  mn— ê-\-%0—(%m  +  2}&±?. 

L'angle  dont  le  rayon  incident  a  dévié  après  m  ré- 
flexions intérieures  (p.  449)  est  ici  rmz  +  ld— (2m+°2)6,=  dm, 
de  sorte  que  l'équation  peut  aussi  s'écrire  G  =  Jm-&±<p. 
On  voit  par  là  que  la  condition  G  =  °lpn  est  remplie 
quand  l'angle  d'incidence  6  est  choisi  de  façon  que  le 
rayon,  après  m  réflexions  intérieures,  rencontre  le  point 
considéré,  et  qu'on  prenne  le  signe  supérieur  ou  le  signe 
inférieur ,  suivant  que  ce  point  et  le  rayon  incident 
sont  situés  du  même  côté  ou  du  côté  opposé  de  l'axe 
principal. 

Pour  la  somme  K  on  obtient  ensuite,  par  compa- 
raison avec  l'intégrale  (42),  le  coefficient 

■    _        .  2cos^,m 


a  {/%  Tta  cos  #  sin#  sin  <p 
pour  la  somme  S  le  coefficient 

2sin^cv,m 


A  =  4- 


a  ]/%  na  cos  â  sin  0  sin  tp 
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et  pour  les  deux  sommes  les  coefficients 
Fa  =  kt-acosft  +  %acosO-(%m  +  %)dcosO'+(p-\m+\)ni 
H  =  fsm^(-tg^  +  2tg^-(2m  +  2)tg^'), 

I  =  g47^(-tg3<y  +  2tg^--(2m  +  2)tg^). 

Le  résultat  est  donné  par  la  formule  (43)  et,  dans 
le  cas  où  H  =  0,  par  la  formule  (49).  Dans  le  premier 
cas,  le  déplacement,  dont  les  composantes  sont  déter- 
minées par  les  équations  (80),  sera  du  même  ordre  que 
l'unité,  dans  le  second  cas  (H  =  0),  qui  représente  toutes 
les  caustiques,  de  l'ordre  de  «s  et  l'intensité  de  l'ordre  de 
«ï.  Comme  toutes  les  grandeurs  d'un  ordre  inférieur  à 
l'unité  ont  partout  été  négligées  dans  ce  calcul,  on  n'aura 
donc  ici  à  prendre  que  le  premier  terme  de  la  formule  (49). 

Les  conditions  du  mouvement  de  la  lumière  dans 
le  voisinage  des  caustiques  résultent  des  calculs  qui  se 
rattachent  à  la  formule  (49)  et  de  la  discussion  qui  les 
accompagne  (p.  427).  On  voit  par  là  que  lorsque  H 
converge  vers  0,  c'est-à-dire  lorsque  nous  nous  rappro- 
chons de  la  caustique  du  côté  où  les  rayons  rectilignes 
réfractés  et  m  fois  réfléchis  peuvent  s'étendre  (G  =  ^px), 
l'amplitude  des  vibrations  croîtra  par  un  mouvement 
périodique  de  l'ordre  de  a°  à  l'ordre  de  ai  Le  dernier  et  le 
plus  grand  maximum  est  atteint  avant  que  nous  attei- 
gnions la  caustique  elle-même,  après  quoi  l'amplitude 
décroît  jusqu'à  la  valeur  déterminée  par  la  formule  (50) 
et  correspondant  à  la  caustique  (H  =  0,  G  =  ^pn). 
L'amplitude  décroît  ensuite  rapidement  jusqu'à  0.  Au 
point  maximum,  tout  près  de  la  caustique,  l'amplitude 
est  1,504,  et  l'intensité  2,262  fois  plus  grande  que  sur 
la  caustique. 


463 


La  détermination  de  l'intensité  de  la  lumière' sur  la 
caustique  et  dans  son  voisinage  présentant  un  intérêt 
particulier,  notamment  par  rapport  à  la  théorie  de  Va'rc- 
en-cieL  je  mettrai  les  formules  sous  une  forme  plus  com- 
mode pour  le  calcul  numérique. 

Désignons  par  Im(<p)  l'intensité  des  rayons  réfléchis 
m  fois  par  la  surface  intérieure  de  la  sphère  au  point 
déterminé  par  <p,  </>,  a.  L'amplitude  est  déterminée  par 
les  équations  (80);  après  quoi  on  trouve  l'intensité,  c'est- 
à-dire  le  carré  de  l'amplitude,  exprimée  par 

Jm(^)  =  a2sin%y  ampl.  (Z2+S2). 

D'après  la  formule  générale  (49),  dont  on  ne  prend 
que  le  premier  terme,  on  a 

Ampl.  K>  =  44  C'A    où  A'  =    .    2c°y^.      , 
9/1  a«7rcos#sin#siny? 

Ampl.  S2  =  — -  C'A2,     ou  A2  - 


9/ï  a2a7rcos#sin#sin^' 

Si  la  lumière  incidente  n'est  pas  polarisée,  comme 
nous  le  supposerons  dans  ce  qui  suit,  on  obtiendra 
l'intensité  en  la  considérant  comme  la  valeur  moyenne 
correspondant  à  toutes  les  valeurs  de  ^  de  0  à  2>t. 
Nous  poserons  donc 

A  l'aide  de  cette  expression  et  de  la  valeur  de  /  donnée 
plus  haut,  on  obtient 

I  (w)  4«j£2sin2fl      / 6sin8fl \l2  , 

9-sin^cos^sin^\-tg3^  +  2tg^-(2w  +  2)tg^7l  °v>™-rc»>™) 

En  introduisant  deux  nouvelles  notations  p  et  p', 
déterminées  par 
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on  trouve 


z,  ci  AT       n       nt   (Ncos0—-cos8f)m         n   ,   (l  —  p')m 

bv,m  -  ^co.#co.^(jreM>+eM^  _  V(^1+ff+2, 

oa7       zî       /if    (cos0  —  iVcos0')m  .      (1—  »)* 

Les  angles   0,  ff  et  #   sont  en  même  temps  déter- 
minés par 


sin0  =  iVsinfl'  =  j/7-^^-,     tg#  =  2(/>-ro-l)tg0\ 

de  même  qu'on  a 

asin#  =  asintf,     aX  =  QnR,     aX  =  2^r, 

i?  étant  le  rayon  de  la  sphère,  r  la  distance  du  point 
au  centre,  tous  deux  mesurés  comme  /  avec  une  unité 
de  longueur  arbitraire,  et  (voir  p.  427) 

tf-«(i)V 

Par  ces  substitutions,  la  formule  de  l'intensité  peut 
prendre  la  forme 

W2 

^w^iïïr^'  (a) 

où  CU  est  indépendant  de  <p  et  déterminé  par 

_  R2   48p2(AT'-l)/ R(p*—N*)t U 

m  ~~  r2  'cos^(/>2-l)\6^(/-l)è(^3-4(P-^-1)3—  ™-l)7 

/      fa      (1-^)2W  2      (1-ff)2"      \ 

COS#  = 


ly^2—  l)  +  4(^  —  w—  l)2(r—  xV2) 
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La   quantité   W  introduite   dans  la  formule  (à)   est 
déterminée  par 


W  =  Vcos  -y(coz — fxo))dù), 


où  fi  dépend  de  ip  de  la  manière  suivante:  on  sup- 
pose que  <p0  est  une  valeur  de  <p  correspondant  à  la 
caustique  et,  par  conséquent,  déterminée  par 

G  =  mx—ft+te— (2m  +  2)0':±;^o  =  2^7r, 

où  pt  est  un  nombre   entier.     Le   signe   de  <po,    qui  est 
compris  entre  0  et  7r,  est  déterminé  par  l'équation  même. 
En    posant    maintenant    <p   =  p^d,     on    obtient 
G  —  2^71  =  — d;  mais  d'après  (46)  on  a 

G-%pl7c  =  -e(-.V     où   e  =(|)/^ 

On  obtient  ainsi ,    en  introduisant  en   même  temps 
la  valeur  donnée  de  /, 


â  = 


m 


tg3#  +  2tg3tf  —  (2m  +  2)tg30' 


6a8sin*0 

et  avec  les  substitutions  employées  plus  haut 

?(P*—  l)(p'~- 4(p-m-l)'—  m-l)(/—  iV2)iU 


).*  W 


48i?y(A72— 1)1 

Dans  le  cas  où  a  peut  être  considéré  comme  infini- 
ment grand  {V '  arc-en-ciel),  on  a  ê  =  0,  ^>  =  m  -f  1 ,  de 
sorte  que  les  formules  (6)  et  (c)  se  réduisent  à 


r2         /_1       \6^P2(P2-I)f7   V    (l+p')27^4"^  (l+p^+V'1   ; 

!V-1)V-A2 

48i^y(iV2-l)i 


M  48#y(iv2-i)f  ;• 
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L'équation  W  =  0,  qui  correspond  à  lm(<p)  =  0, 
donne,  comme  il  a  été  dit  p.  426,  une  série  de  valeurs 
de  fi,  dont  celle  de  l'ordre  q,  pour  des  valeurs  suffi- 
samment grandes  de  q,  est  déterminée  par  jx  =  3(q  —  -J-)f. 
A  cette  valeur  correspondra 

°       4\4/  [     i>2(^v2-i)f     J  \£l  2     V' 

forme  sous  laquelle  le  résultat,  obtenu  par  la  voie  élé- 
mentaire, a  dernièrement  été  exposé  par  M.  Boitel*, 
avec  cette  différence  toutefois  que,  dans  le  premier 
membre  de  l'équation,  d  est,  chez  M.  Boitel,  remplacé  par 
tg  S.  Par  contre  M.  Mascart  **,  dans  le  calcul  de  quelques 
expériences  faites  avec  une  tige  de  verre,  s'est  servi  de 
la  formule  S  =  A(q  —  {)$  et  a  trouvé,  même  pour 
d'assez  grandes  valeurs  de  â  (9°),  un  accord  satisfaisant 
entre  l'expérience  et  le  calcul. 

L'intensité  sur  la  caustique  même  (ji  =  0)  est 
déterminée  par 

r(i)2/2\!   Cn 


d'où  l'on  peut ,  avec  une  approximation  suffisante ,  en 
multipliant  par  2,262,  déduire  l'intensité  maximum,  corres- 
pondant à  jj.  =  1,0845  (la  valeur  de  <p  correspondant 
à  cette  valeur  de  jut  différant  très  peu  de  <pn).  J'ai  de 
cette  manière  calculé  l'intensité  maximum  dans  quelques 
exemples. 

Soit  R  =  10mm,   N  =  1,5,  X  =  0mm,0005,  m  =  1. 
Pour    un    point  immédiatement    extérieur    à   la    surface 

*  Journ.  de  phys.,  2e  sér.,  t.  8,  p.  282.     1889. 
**  Comptes  rendus   de   l'Académie   des  Sciences,   1. 106,  p.  1575. 

1888. 
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de  la  sphère,  on  a  r  =  R,  &  =  d,  tg  8  =  4tg#'  et 
par  conséquent  p  =  4 ,  p'  =  "  ;  Cm  étant  déterminé 
par  la  formule  (è),  on  trouve  avec  ces  valeurs  que  l'in- 
tensité est  égale  à  4,5423.  Cette  intensité  étant  propor- 
tionnelle à  ^,  on  voit  que,  même  pour  des  sphères 
presque  100  fois  plus  petites,  l'intensité  sera  plus  grande 
que  1.  A  la  distance  d'un  demi-rayon  de  la  surface  de 
la  sphère,  on  a  r  =  1,6.8,  #  =  ff,  p  =  y,  p'  =  ", 
valeurs  auxquelles  correspond  une  intensité  maximum 
de  0,9423. 

Il  ressort  de  ces  résultats  que,  pour  ainsi  dire  dans 
tous  les  cas  de  sphères  transparentes  qui  se  présentent, 
on  pourra  trouver  hors  de  la  sphère  des  points  qui  sont 
tout  aussi  fortement  éclairés  d'un  côté  par  la  lumière 
directe  incidente  que  de  l'autre  par  la  lumière  réfléchie 
une  fois  par  la  surface  intérieure  de  la  sphère.  Gomme 
il  sera  sans  doute  facile  de  trouver  expérimentalement 
de  pareils  points,  et  qu'ils  pourront  également  être  déter- 
minés théoriquement  par  les  formules  données  plus  haut, 
on  aura  un  moyen  pour  contrôler  l'accord  entre  l'ex- 
périence et  le  calcul. 

Pour  second  exemple  je  prendrai  une  goutte  d'eau 
sphérique  avec  l'indice  de  réfraction  J.  Pour  m  =  1 
et  a  infiniment  grand  on  trouve: 

r>2  /  n.  i 

Intensité  maximum  =  0,06728  —*  (  —  1 3 

Si  l'on  prend  comme  comparaison  une  seconde 
sphère  de  même  grandeur  à  réflexion  totale,  l'intensité 
de  la  lumière  réfléchie  par  la  surface  antérieure  sera,   à 

E>2 

la  même  distance,  de  -r-2.     Ces  deux  intensités  seront 

4r 

donc    égales    si    l'on    a    R   =    51,30  >î,    ce    qui,    pour 

30 
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;  =  0mm,000585,  donne  R  =  0ran\03.  Pour  une  goutte 
de  pluie  d'un  rayon  8  fois  plus  grand,  l'intensité  maxi- 
mum de  la  lumière  réfléchie  une  fois  par  la  surface 
intérieure  serait  le  double  de  celle  qu'on  obtiendrait  en 
remplaçant  la  goutte  de  pluie  par  une  sphère  de  même 
grandeur  produisant  une  réflexion  totale. 

Au  lieu  d'une  seule  sphère,  figurons-nous  maintenant 
un  assemblage  de  sphères  égales  isolées,  toutes  aussi 
fortement  éclairées  par  des  rayons  incidents  parallèles 
non  polarisés  d'une  intensité  égale  à  1.  Les  sphères 
sont  supposées  si  voisines  ou  former  une  couche  d'une 
étendue  telle  que  les  lignes  visuelles  d'un  observateur 
éloigné  rencontrent  partout  une  des  sphères.  L'ensemble 
des  sphères  renfermées  dans  un  cône  dont  le  sommet 
est  dans  l'œil  de  l'observateur,   et   qui  comprend  l'unité 

d'angle  solide,  enverra  alors  une  lumière  dont  l'intensité 

r2 
au  sommet  du   cône  est  — ™  fois  plus  grande  que  celle 

qui  est  due  à  une  seule  sphère.  En  appelant  l'intensité 
de  la  lumière  qui,  en  dedans  de  l'unité  d'angle  solide, 
rencontre  l'œil  de  l'observateur,  la  clarté  apparente,  nous 
aurons  donc  pour  un  pareil  assemblage  de  gouttes  de 
pluie  sphériques  avec  l'indice  de  réfraction  £: 

Max.  de  clarté  apparente  =  0,06728  -  (-r).3 

Pour  un  assemblage  analogue  de  sphères  produisant 
une  réflexion  totale,  on  obtiendrait  la  clarté  apparente 
y-,  indépendante  de  la  grandeur  des  sphères.  Mais, 
en  faisant  la  comparaison,  il  faut  observer  que  toute  la 
lumière  qui  rencontre  le  système  après  une  seule  réflexion 
est  renvoyée  par  de  nouvelles  réflexions ,  et  c'est  pour- 
quoi il  convient  de  doubler  la  clarté  apparente  ou  de  la 
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poser  égale  à  ~— .  Gela  posé,  les  deux  systèmes  éclairés 
par  une  lumière  simple  ou  regardés  à  travers  un  verre 
unicolore  seront  vus  avec  la  même  clarté  apparente, 
lorsque  le  rayon  des  gouttes  de  pluie  est  8  fois  plus 
grand,  comme  on  l'a  calculé  plus  haut,  et  qu'il  est  par 
conséquent  de  0mm,24. 

Les  phénomènes  lumineux,  dans  'l'assemblage  de 
gouttes  de  pluie  que  nous  considérons  ici,  correspondent 
à  des  arcs-en-ciel  complètement  développés.  Le  calcul  de 
la  clarté  apparente  de  ces  arcs-en-ciel  et  des  arcs-en-ciel 
surnuméraires  pourra  se  faire ,  pour  les  différentes  cou- 
leurs du  spectre,  à  l'aide  des  formules  («),  (ô'),  (c'),  con- 
jointement avec  une  table  des  valeurs  de  l'intégrale  W. 
Nous  ajouterons  enfin ,  comme  exemple  permettant  de 
contrôler  les  observations,  que  le  second  arc-en-ciel,  après 
deux  réflexions  intérieures,  a  une  clarté  apparente  7,864 
plus  faible  que  le  premier  arc-en-ciel,  supposé  bien 
entendu  qu'ils  sont  formés  dans  les  mêmes  conditions. 

Le  mouvement  de  la  lumière  à  l'intérieur  d'une 
sphère  devra  être  déterminé  à  l'aide  des  séries  K'  et  S' 
(70),  en  y  posant 

,,    _   R        (Xn(a)-(Zm  +  l)Xn(a))i 

(An(a)-{2m+l)An(a'))i 

dn    fn,  m  V 

Dans  les  termes  figureront  les  quatre  exposants 

(tt-ï+(±)^(*0+t(«)-(*»+i)^M±((»+*)^-ï))». 

qui,  par  le  développement  suivant  les  puissances  de  z, 
donnent  pour  le  coefficient  de  zi 

30* 
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Dans  cette  expression  mn  +  6 — (2  m  -\-  1)  &  =  â'm  est 
l'angle  dont  le  rayon  incident  est  dévié  après  m  réflexions 
intérieures.  La  condition  G  =  l'piz  lève  l'ambiguïté 
des  deux  doubles  signes,  et  on  voit  que,  de  même  que 
pour  un  point  extérieur,  le  signe  supérieur  de  <p  cor- 
respond au  cas  où  le  point  considéré  et  le  rayon  inci- 
dent sont  du  même  côté  de  l'axe  principal,  et  que  #' 
et  <p  ont  le  même  signe  ou  un  signe  contraire  suivant 
que  le  rayon  qui  rencontre  le  point  considéré  coupe  le 
côté  positif  ou  le  côté  négatif  de  l'axe  principal. 

En  comparant  avec  l'intégrale  (42),  on  obtient  ensuite 
pour  les  séries  K  et  S'  respectivement  les  coefficients 


A  =  =F(±)-       icos<£P»'m 


a'  |/2  na  cos  #'  sin  8  sin  <p 

a  1/2  7r«  cos  v  sin  6 sin  y 
et  pour  les  deux  séries 

Fa  =  kt  +  (±)(a'cosê,+  7^)  +  acos0-(°2m+\)a,cos8,+  (p-^m  +  i  +  \)7r, 
H  =  g4^ ((+)  tg*'+  W -  (2m  +  1)  \%ff) , 
((+)  tg3  #'+  tg3  6  -  (2  m  +  1)  tg3  ff) . 


6sin20 


Les  composantes  du  mouvement  vibratoire  £',  yj,  Ç 
sont  déterminées  par  les  équations  suivantes  analogues 
à  (80),  à  savoir 

f=sinWiT,     ^  =  =F(±)sin^cos#W#\   \    (8{) 
C  =  =F*Vsin#'S\  ) 

Le  mouvement  de  la  lumière  est  ainsi  déterminé 
partout  en  tant  qu'il  est   suffisant   de   faire  les   somma- 
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tions  par  rapport  à  n  sans  dépasser  la  limite  n  =  w2, 
ce  qui  présuppose  qu'on  peut  se  servir  des  expressions 
(67)  et  (68)  de  qn  et  de  jl»,  lesquelles  à  leur  tour  déter- 
minent les  fonctions  vn  et  wn.  Si  cette  limite  de  n  doit 
être  franchie,  il  devient  nécessaire  de  recourir  à  d'autres 
développements  pour  ces  fonctions,  et  c'est  ce  que  je 
ferai  dans  le  chapitre  suivant. 

Je  ferai  seulement  encore  remarquer  que,  lorsque 
&'  atteint  la  limite  ^  en  des  points  intérieurs  isolés,  le 
mouvement  se  laisse  aussi  calculer  par  les  formules 
données  plus  haut,  ce  qu'on  peut  prouver  de  la  même 
manière  que  dans  le  cas  déjà  traité  (p.  452) ,  quand  le 
point  était  situé  sur  l'axe  principal. 

6.     Suite.     Réflexion  totale,  diffraction. 

Les  fonctions  vn  et  wn  peuvent  aussi  être  déterminées 
d'une  manière  autre  que  celle  que  nous  avons  employée 
précédemment  (p.  435),  par  un  développement  d'ailleurs 
tout  à  fait  correspondant.     On  a  identiquement 

1  .      vn                                                    1  _      vn 
—  log —  log — 

vn  =  Vvnwne       **,     wn  *=  Vvnwne    2     Wn. 
Si  l'on  pose 

VnWn    =    Vn,       Jl0g^   =  fin, 

wn 
on  aura  donc 

vn  =  Vr~neMn,     wn  —  ]/r~ne-^n.  (82) 

En  se  servant  de  l'équation  wnvn  —  w'nvn  =  1 ,  on 
obtiendra  en  outre,  la  variable  étant  désignée  par  a, 

iï-w>  (83) 


472 

d'où,  en  intégrant  et  en  introduisant  la  valeur  de  jun  cor- 
respondant à  a  =  0,  on  tire 

a2n+l  ç>a    /   1        9 ^  I    i  \ 

^-*l08i'.ff...(a»-iy(aw+i)+rfe — ri~)'  (84) 

Les    développements   (22)   et  (24)    de   t>„   et    de   *#n 
donnent  en  outre  par  multiplication 


tr.    .      _*£__!_.  (2«)3  1 


H 


in+1   '  (2n-l)(2n-f  l)(2n+3)    2 

,  (2  a)5 1-3 

"r  (2«— 3)(2n-l)...(2»+5)  '2-4"1" 


(85) 


L'exactitude  de  la  loi  indiquée  ici  pour  la  série  pour- 
rait aussi  être  démontrée  par  la  formation  de  l'équation 
différentielle  à  laquelle  satisfait  rn.  En  supposant  que 
un  satisfasse  à  l'équation  différentielle  (21),  on  peut  poser 
d'une  manière  plus  générale 


c\da 


un  ==  Vpne>P\  (86) 

valeur  qui,  substituée  dans  (2t),  conduit  à  l'équation 

^-MëM1-"-^)^8'-0'  m 

d'où,  par  une  nouvelle  différentiation,  résulte  l'équation 
linéaire 

L'équation  (86)  correspond  aux  équations  (82)  pour 
pn  =  rn  et  c  =  4:  \ ,  de  même  qu'elle  correspond  aux 
équations  (63)  pour  pn  =  qn  et  c  =  +  «'.  La  dernière 
équation  (88)  doit  donc  être  satisfaite  aussi  bien  pour 
pn  =  qn  que  pour  pn  =  rn,  et  alors  il  ne  sera  pas  diffi- 
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cile,  à  l'aide  de  cette  équation,   de  contrôler  l'exactitude 
des  lois  des  séries  indiquées  qn  et  rn. 

Aussi  bien  n  que  a  sont  considérés  comme  de  grands 
nombres,  tous  deux  de  l'ordre  de  «.  Si,  de  même  qu'au- 
paravant pour  la  sommation  de  la  série  qn,  nous  négli- 
geons toutes  les  grandeurs  d'un  ordre  inférieur  à  l'unité, 
la  série  (85)  pourra,  sous  certaines  conditions,  être 
sommée  par 

2rB  *=  -=a  (89) 

La  condition  doit  consister  en  ceci,  que  a  ne  doit 
pas  dépasser  une  certaine  limite;  mais  en  examinant  de 
plus  près  la  série,  on  remarquera  bientôt  que  la  déter- 
mination de  cette  limite  présente  quelques  difficultés. 
En  effet  les  termes  de  la  série,  pour  a<n,  décroissent 
d'abord  et  atteignent  un  minimum;  après  quoi  ils  crois- 
sent, changent  alternativement  de  signe  et  atteignent  un 
maximum  pour  finalement  décroître  jusqu'à  0.  Ainsi  le 
terme  qui  précède  le  premier  terme  négatif  a  déjà  atteint 

la  grandeur 

(2a)2»+1  1-3  ...  (2ft— 1) 


l-3...(4n+l)        2-4... 2w      ' 

qui,  pour  ea>2n-j-l,  a  étant  par  exemple  égal  à  0,75 n 

et  n  allant  en  croissant,  croît  jusqu'à  l'infini.*  *  note  35. 

Il   sera  donc  nécessaire   de  mettre  la  série  rn  sous 
une  autre  forme.     A  l'aide  de  l'équation 

1-2-3. ..2m  ,    ..  Cf7     .   tak       „      .  , 

"S ïwà — "S" ô\ là c> tn  =  (-l)'nW#sin(2rc+l)a;sin2m;e, 

2w+  l)(2w-2w  +  3)...  (2n  +  2m+l)  1 

on  peut  donner  à  la  série  (85)  la  forme 

(    2 


2r 


2aW#sin(2w-j-  \)x  1 1  —  -^s'm2x-{--r-2-^2smix—  ... V 
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et  en  employant  la  fonction  J0  de  Bessel,   cette   expres- 
sion devient 


2rn  =  %aÛ 


<tesin(2n+l)a;.,/0(2asina;).         (90) 


Nous  effectuerons  cette  intégration  d'abord  depuis 
x  =  0  jusqu'à  x  =  h,  h  étant  assez  petit  pour  qu'on 
puisse  sans  erreur  sensible  remplacer  sin#  par  x,  tant  que 
x  est  plus  petit  que  h.  Cette  partie  de  l'intégrale,  par 
l'introduction  d'une  nouvelle  variable  y  =  (%n-\-\)x,  de- 
viendra ainsi 

La  limite  supérieure  de  cette  intégrale  pourra  être 
considérée  comme  appartenant  à  cette  espèce  de  gran- 
deurs arbitraires  et  indéterminées  auxquelles  nous  avons 
donné  la  désignation  commune  <y,  et  l'intégration  pourra 
par  suite  se  faire  par  la  formule  (39).  Le  résultat  est 
la  série 


où  la  seule  condition  de  convergence  est  a<cn  , 


Vin  +  ïf-a* 

i 

Dans  la  seconde  partie  de  l'intégrale  (90),  la  fonc- 
tion de  Bessel  peut  être  développée  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  a  en  la  série  semi  -  convergente 
connue 

Jfêasinx)  =  — r.os  ( % a sin x — r)-^... 

où  les  termes  sont  de  l'ordre  de  a— K  a— f,  ... 
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rV 


Cette  partie  de  l'intégrale,   en  négligeant  les  termes 
suivants  de  la  fonction  J,  deviendra  donc 


4 


(2«  +  l)7T 

^    '  2  / 

sinycosl^a 
dy 


sin 


2w  +  l 


/f(2»+l)f 

(2n+l)7rl  y 

^(271  +  1)^ 


(2n+l)A 


a?/3 


J/7ra 


sin 


+è/y      24(«+*)3 


2n+l 

J)+sin((l 


-ù 


ayA 


n+yv      24(n+J)8 


W-: 


î) 


.(92) 


24(«  +  J)2        ••• 

On  voit  par  là  que  cette  partie  de  l'intégrale  sera 
d'un  ordre  inférieur  à  l'unité  tant  que  la  différence 
n--\-%—a  est  de  l'ordre  de  a*,  et  comme  l'équation  (89)  *  note  36. 
présuppose  que  ces  grandeurs  n'entrent  pas  en  ligne  de 
compte,  cette  dernière  équation . restera  valable,  pourvu 
seulement  que  la  différence  n-\-\  —  a  soit  positive  et  de 
l'ordre  de  a.  Cette  condition  correspond  ainsi  complète- 
ment, avec  l'échange  de  a  et  de  w-f  |,  à  celle  concer- 
nant qn  dans  l'équation  (67). 

Si,  dans  l'équation  (84),  on  pose 

l2.32...(2w-l)2(2n+l)  =  2(2n+l)2n+1e-^+')*,       *  note  37. 

n  étant  supposé  très  grand,  on  obtient  à  l'aide  de  l'équa- 
tion (89) 

fin  =  -ï\ogV  +  (n  +  ±)\ogn  +  i~V{n+i)2~a\v(n  +  i)2-a!r.    (93) 


Nous  sommes  ainsi  à  même  de  déterminer  les  fonc- 
tions vn  et  wn  tant  pour  w  +  -£>a  que  pour  w -)-£<«, 
dans  le  premier  cas  à  l'aide  de  rn  et  de  /*„,  dans  le 
second  à  l'aide  de  qn  et  de  Xn*  Mais  il  reste  encore  un 
cas  où  ces  fonctions  ne  sont  pas  déterminées  par  les 
formules  précédentes,,  à  savoir  lorsque  la  différence 
»+|  —  a,  qu'elle  soit  positive  ou  négative,  est  d'un 
ordre  inférieur  à  celui  de  a. 
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Tandis  que  jusqu'ici  nous  avons  sommé  toutes  nos 
séries  avec  une  exactitude  telle  que  les  grandeurs  d'un 
ordre  inférieur  à  l'unité  ont  seules  été  négligées,  nous 
nous  bornerons,  dans  ce  qui  suit,  à  considérer  les  termes 
de  l'ordre  le  plus  élevé.  Cela  posé ,  quand  n  + 1  —  a 
sera  d'un  ordre  inférieur  à  a,  on  pourra  dans  la  déter- 
mination de  r„  rejeter  toutes  les  grandeurs  du  même 
ordre  que  l'unité,  puisque  rn  sera  une  grandeur  d'un 
ordre  plus  élevé.  Par  conséquent,  si  nous  considérons 
la  limite  choisie  (2w-f-l)^  comme  une  grandeur  de 
l'ordre  de  a,  toute  l'intégrale  (91)  pourra  être  négligée,  les 
deux  fonctions  qui  y  entrent,  le  sinus  et  J0,  ne  pou- 
vant, pour  aucune  valeur  de  la  variable,  devenir  numé- 
riquement plus  grandes  que  1.  En  outre,  la  seconde 
partie  de  l'intégrale,    déterminée  par  (92),    se  réduira  à 

1/        a         \d/m((l-^+ï^-----+V-    (94) 
V  (fn+T)^P  !/- 

V(2n  +  l)h 


V  y 


24(h-H)2 


où  la  limite  inférieure  peut  encore  être  remplacée  par 
0,  puisque  l'intégration  de  0  à  (2w+l)A  ne  peut  non 
plus  conduire  à  un  résultat  d'un  ordre  plus  élevé  que 
l'unité,  tandis  que  la  limite  supérieure  de  x,  après  la 
substitution  de  aif  =  24(rc  +  £)3.z,  peut  comme  aupara- 
vant être  désignée  par  co.  On  obtient  ainsi,  en  négligeant 
tous  les  termes  qui  ne  conduisent  qu'à  des  résultats 
d'un  ordre  inférieur, 

*rja)  =  -~^^^-4sin((^  +  i-a)Ç)V  +  a:  +  |V   (95) 

En  développant  suivant  les  puissances  de  n-\-\  —  a 
et  en  intégrant  à  l'aide  de  l'équation  (39),  on  trouve  alors 
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r«(«)  = 


i*Vn 


/tï)8in?+itl)8hl'T-(*+î-a)(?)*ï 

+''(Ï)-»t-K-),(t)^+-].(W 


série  dans  laquelle  les  2e,  5e,  8e, . . .  termes  sont  égaux  à  0. 
Pose-t-on,  par  exemple,  a  =  w  +  i»  il  vient 

2r„(w  +  J)  =  c(w  +  -J)3,    C  =  —  ^4 =    1,08874,      loge   =   0,0369226.    (97) 

3*  Vtz     2 

En  substituant  dans  rn  =  vnwn  les  développements  (23) 
et  (25)  de  vn  et  w„,  j'ai  calculé  le  tableau  ci-dessous,  qui 
déjà  pour  les  plus  petites  valeurs  de  w,  montre  un  ac- 
cord surprenant  entre  les  véritables  valeurs  de  rn(n-\-±) 
et  celles  qui  ont  été  calculées  par  les  formules  (97): 

n  —        0,  1,  %  3,  4,  5,  6, 

2rn(w  +  i)    =  0,8415,      1,2416,      1,4756,      1,6518,      1,7967,      1,9212,      2,0314, 
c{n  +  i)^  =  0,8641,      1,2463,      1,4776,      1,6530,      1,7975,      1,9218,      2,0319. 

Il  est  à  remarquer  que  lorsque  n  +  \—a  sera  d'un  ordre 
supérieur  à  celui  de  ah  l'ordre  de  grandeur  des  termes  ira 
en  croissant.    Mais  dans  cette  supposition,  l'intégrale  (94), 

par  la  substitution  de  I  1 TTI  )^  ==  x>  sera  réduite  à 


2r.  _  ]/■ a f 

»    (^_f-l_2a)7r) 


—  sin  [x-\-T  )=  —.  =-,     (98) 

Vx        \     '*/        ^2a(n  +  i  — a) 


valeur  qui  montre  que  nous  pouvons  de  nouveau  revenir 
à  la  formule  plus  simple  (89)  de  r„,  cette  formule  con- 
duisant au  même  résultat,  lorsqu'on  ne  tient  compte 
que  des  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Avec  cette 
exactitude  plus  limitée,   elle  continue  donc  à  être  appli- 
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cable  tant  que  la  différence  w  +  i  —  a  est  d'un  ordre  plus 
élevé  que  celui  de  «3.  Lorsque  cette  différence  n'est  pas 
d'un  ordre  inférieur  à  celui  de  «,  rn(a)  n'est  jamais  d'un 
ordre  supérieur  que  celui  de  l'unité.  En  effet,  si  elle  est 
positive,  cela  résulte  de  l'équation  (89),  et  si  elle  est 
négative,  on  arrive  au  même  résultat  en  exprimant,  dans 
l'équation  rn  =  vnwn,  vn  et  wn  par  les  équations  (23)  et 

note  38.  (25).*  Par  contre,  si  la  différence  n-\-\  —  a  est  d'un 
ordre  moins  élevé  que  celui  de  «,  rn(à)  peut  être  d'un 
ordre  plus  élevé  que  celui  de  l'unité,  et  d'après  (96), 
cette  fonction  atteindra  finalement  par  la  variation  de  n 
sa  plus  haute  valeur  pour  »  +  ■§  =  a. 

note  39.  Dans  le  développement  (66)*  de  qn,  le  terme  géné- 

ral, lorsque  n-\-\  —  a  est  d'un  ordre  moins  élevé  que 
celui  de  «,  pourra  être  déterminé  par 

(n— ro-f  l)(rc-m-f  2) . . .  (n+m)  1.3...(2w-l)  _     r2"'(4|-fffl)fl+H"' 

a2m  2-4. ..2w         l/^ma2ffl(w  +  |-m)n+i-m' 

En  remplaçant  la  sommation  par  une  intégration,  on 
obtiendra 

,  x        l    dm     _,  ,    T,           _          .      (n-\-±)2— m2  ,    .     .   1X1      n-\-\-\-m 
?•(«)  =\-^e^\Fm  =  -Zm+m]ogK-^2 h(n  +  i)log    J_\  ^     , 

ou  en  développant  suivant  les  puissances  de  m 

Si  l'on  pose  ensuite  m3  =  3  (n  + |)2#,  l'intégrale  pourra, 
note  40.  avec  l'exactitude  requise  ici,  être  réduite  à* 


3  e  1/tt    1 


+  *)'logÏT-r«T-r 
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On  pourra  également  ici  avec  une  exactitude  suffisante  poser 

n  ri iyi L 

log  — i— 7  = — — -  après   quoi  l'intégration   conduit   au 

résultat 

•*>-^WW+'<î)K-)(.-ïi)'è 


+^)(-+i-)x=¥ï)*iîi+-: 


.(99) 


Si,  dans  cette  expression,  on  pose  a  =  w-f-  J,  on  trouve 
avec  la  même  signification  de  c  que  plus  haut 

2  .  2 

fiw(*  +  i)  =  — 'c(*  +  |)T,    log-=c  =  0,0993920.    (100) 

On  constate  également  ici ,  déjà  pour  les  plus  petites 
valeurs  de  n,  un  bon  accord  avec  les  valeurs  exactes  de 
gw(»  +  l)  calculées  directement  par  la  série  (66);  c'est 
ce  que  montre  le  tableau  suivant: 

n  =        0,  1,  %  3,  4,  5,  6, 

2«(w  +  i)   =    1,0000,      1,4444,      1,7104,      1,9121,      2,0783,      2,2215,      2,3482, 

2c 

—  (fl-|-|)ï  =  0,9978,      1,4391,      1,7062,      1,9087,      2,0755,      2,2191,      2,3462. 
V  o 

Par  analogie  avec  rn,  qn  pourra  être  exprimé  avec 
la  même  exactitude  limitée  par  l'équation  (67),  tant  que  la 
différence  a—(n-\-\)  est  d'un  ordre  plus  élevé  que  celui  de 
«ï  ;  mais,  en  opposition  avec  rn,  qn  a  une  valeur  toujours 
croissante  quand  n  croît. 

Au  moyen  des  valeurs  ainsi  trouvées  pour  rn  et  qn, 
on  peut  calculer  aussi  bien  Xn  et  pn  que  vn  et  wn.  A  l'aide 
des  équations  2rn  =  2vniv„  =  #nsin2^„,  on  trouve 
sin2>în(w  +  i)  =  siris-,    d'où  résultent  pour  Xn(n-\-\)  les 

valeurs  ^ ,  =- ,   -^- ,   — l . . .  ;  mais  en  déterminant  Àn(n-\- i) 

par  les  équations  #n  =  l/2„sin^n,  m?„  =  l^cos/l,,  pour 
»  =  0,  1,  %  3,  . . . ,  on  trouve  respectivement 

Àn(n  +  i)   =  0,6,      0,5165,*      0,5203,      0,5215,      ...  *  NOTE  41. 
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Cette  série  converge  évidemment  vers  la  plus  petite  des 
valeurs  ci-dessus  indiquées,  c'est-à-dire  vers 

*»(n  +  i)   =  |  =  0,5236,  (101) 

d'où  résulte  encore  à  l'aide  des  équations  vn  =  rne2^n 
=  2„sin2;n, 

/«■(»  +  *)  -  -ilog3.  (102) 

Gomme  on  a  Xn(à)  =  —t-t  et  u'Ja)  =  5 — p-r- ,    les    dé- 
qn(a)       r  2rn(a) 

veloppements  en  série  de  Xn(a)  et  de  //«(a),  en  dési- 
gnant pour  abréger  î«(n-f-i),  r„(w  +  £),  g»(*  +  i)<  etc., 
par  g-,  r,  g',  .  .  .,  deviendront  maintenant 

X»W— 6-r-?         !  $2         1.9        +•••'       l1Ud) 

/  \             1  ,      0   ,     1  a— w  —  J      r'  (a  — rc  — ±)2  MA.. 

A«"(a)  =~4log3  +  2^ 1       ~2?       1T2      +-'(104) 

où  q',  r'  et  les  coefficients  plus  élevés  de  qn(a)  et  de 
rn(a)   par   rapport  à   a   devront,   pour  a  =  w  +  ii   être 

calculés   à   l'aide  des  équations  (99)  et  (96).     On  trouve 

2  r 

ainsi  q'  = = ,    r'  =  5-7 — r- rr  ;  cette  dernière  valeur 

*  1/3  3(«  +  i) 

est  seulement  de  l'ordre  de  «— f  et  doit  par  conséquent 
être  regardée  comme  nulle. 

Les  fonctions  vn  et  ivn  peuvent  être  déterminées 
par  les  équations  (Vn  +  iVn)2  =  g„4;2rn,  les  signes  de 
v„  et  de  wn,  qui  ici  sont  indéterminés,  étant  déterminés 
par  vn  =  Vqn  sin  /„  et  wn  =  Vqn  cos  Xn,  où  Vqn  est  positif. 
Les  développements  en  série  que  j'ai  trouvés  par  cette 
voie  à  l'aide  des  séries  (96)  et  (99).  où,  en  dehors  de 
la  différence  n-\-\  —  a,  les  deux  quantités  rc  +  £  et  a 
peuvent  être  considérées  comme  égales,  sont  les  suivants: 
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*)  -  ilti)~i+*(i)«%-'T  +  *$)«*%.&+.  .)(105) 

B(«)  =  C(r(I)(1  +  si„|)+r(|)(1+sinï)f 

+r(l)(1+sin¥)A+->       <"») 

OÙ 

°-G)*s-  -(ï)'(-+ïr> 

Ces   séries   peuvent   aussi  être   facilement  ramenées  aux 
intégrales  définies 

(W  2 

^a?_3Cos(ea;i+a?),  (107) 

«,0 

w»(a)=  C   Ua?a;-f^3-'  +  Ua;a?-îsm(ea?T  +  a?)  .  (108) 
L  X  X 

En   introduisant   les  séries  (105)  et  (106)  dans  (vn-\-wny 
=  qn  +  ^fr,,    on  pourra  sans  difficulté  se  convaincre  de 
l'exactitude  de  ces  développements.*    Pour  l'usage  de  ce  *  note  42. 
calcul,  je  mentionnerai  ici  les  équations 

Nous  pouvons  maintenant  poursuivre  le  calcul  inter- 
rompu dans  le  chapitre  précédent,  et  considérer  d'abord 
le  cas  où  la  sphère  a  un  indice  de  réfraction  plus  petit 
que  le  milieu  environnant.  Nous  supposons  donc  N<  1, 
d'où  il  suit  que  l'équation  «sin#  =  ce'sintf'  devient  im- 
possible pour  sin#>i\r. 

Posonsjnaintenant  dans  les  équations  (33)  et  (34) 
vn(a!)  =  Vrn{a!)e!Jn(<*'),   tandis   que  vn(a)   et  wn(a)  seront 
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comme  auparavant  exprimés  par  qn(a)  et  À„(a),  et  comme 
q'„  peut  être  négligé  en  comparaison  de  qn,  de  même  r'n 
pourra  aussi  l'être  en  comparaison  de  rn.    En  déterminant 
note  43.  qn(a)  par  (67)  et  rn(a!)  par  (89),  on  obtiendra* 

2&    =       i   I   c2^fg)*g»(g)  —  2  *•»(«')#» 


V(*  +  iT~  a"  +  IV-  (n  +  ÈJPJPt  ' 
et  si  l'on  pose 


cette  expression  prendra  la  forme  plus  simple 

2&n  —  _1  +  £(J«W-J)*. 
On  obtient  de  la  même  manière 


2*„   -    _l+g2(^(a)-J)i        tgj  =    V«'- (*  +  *)' 

^  +  i)2-«'2 

Le  cas  où  l'on  a  seulement  2&n  =  —1,  2sn  =  -  1 
a  déjà  été  traité  dans  le  chapitre  précédent  (p.  447).  On 
y  supposait  d'une  manière  générale  que  les  fonctions  qn 
et  Xn  devaient,  pour  toutes  les  variables,  pouvoir  s'ex- 
primer par  les  formules  (67)  et  (68);  mais  il  est  à  re- 
marquer que,  dans  le  cas  particulier  dont  il  s'agit,  où 
kn  et  sn  ne  renferment  pas  les  variables  a  et  a',  nous 
avons  seulement  affaire  aux  fonctions  qn(a)  et  Àn(a), 
et  pour  qu'elles  puissent  être  exprimées  par  (67)  et  (68), 
il  suffit  qu'on  ait  i/  +  i  =  asin#<a.  Les  résultats 
trouvés  sont  donc  valables  jusqu'à  une  distance  a  de 
l'axe  principal,  et,  comme  on  se  le  rappelle,  le  mouve- 
ment   de    la   lumière   ainsi  représenté  en  dehors   de   la 
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sphère  comprenait  3a  lumière  incidente  dans  l'espace  du 
côté  négatif  du  plan  des  yz  et  une  obscurité  complète 
sur  le  côté  positif  du  même  plan. 

Si  l'on  suppose  ensuite  que 

et  si  l'on  pose  comme  à  l'ordinaire  n  =  v  -f-  z,  on  remar- 
quera que  le  développement,  suivant  les  puissances  de  z, 
de  Xv+t(a)  donne  aux  différentes  puissances  de  z  des  coef- 
ficients d'un  ordre  plus  élevé  que  celui  qu'on  obtient 
par  le  développement  correspondant  de  d  et  de  J*.  En  *  note  44. 
posant  v-\-\  —  asintf,  â  et  â  pourront  donc  être  ex- 
primés par  les  valeurs  constantes 

COS0         ,r2  .  COS0 


Vsm20-N2  Vsin28-N2 

Les  expressions  de  kn  et  de  sn  correspondent  mainte- 
nant entièrement  au  cas  déjà  traité  (p.  457),  où  nous 
avons  déterminé  la  réflexion  par  la  surface  extérieure  de 
la  sphère.  La  différence  consiste  seulement  en  ceci  que 
les  facteurs  bv  et  cv  sont  devenus  égaux  à  —  1 ,  et  que 
la  phase  est  diminuée  dans  K  de  2<?  et  dans  S  de  2  J, 
et  les  résultats  déjà  trouvés  pourront  donc  avec  ces 
changements  encore  servir  ici. 

Les  cas  limite  sin  0  =  N  ne  constitue  pas  une  ex- 
ception spéciale,  puisque  â  et  J,  lorsque  0  décroît  jusqu'à 
cette  limite,  deviennent  égaux  à  =■  et  les  facteurs  e~~^âi 
et  e~ 2J*  à  —1,  et  que  par  là  K  et  S  prennent  les  mêmes 
valeurs  que  celles  qui  résulteraient  des  formules  précé- 
dentes si  6  croissait  jusqu'à  la  même  limite. 

Les  coefficients  k'n  et  s'n  sont  déterminés  par 

31 
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h'    =    A(a)  i-  un(a')  i   2  N  ^g»\g)  rÂa!) 
qn(a)  +  2rn(a')NV 

*'    =  rUa)i-f,n(a)i  %NVqn(a)rH(a') 
"  Nqn{„)+Çlru{a!)ï 

Gomme,  pour  un  point  intérieur,  w>«'  doit  en  même 
temps  aussi,  correspondre  à  n~>a',  il  faut  dans  les 
séries  K'  et  S'  (79)  poser  Vqn(a')  sin  Xn{a')  -=  Vr^a!)e^a'\ 
On  voit  donc  que  ces  séries  renfermeront  le  facteur 
efj.n{a')-[m{a)^  qUj^  sj  a<  et  a>  ne  sont  pas  trèg  près  ^'être 

égaux,  sera  une  quantité  extrêmement  petite.  Gela  ré- 
sulte de  l'expression  donnée  dans  (93)  pour  jun ,  qui ,  si 
la  variable  n'est  pas  très  voisine  de  n,  est  une  quantité 
négative  très  grande  et  d'autant  plus  grande  que  la 
variable  est  plus  petite.  Le  mouvement  de  la  lumière 
en  dedans  de  la  partie  de  la  sphère  qui  produit  une 
réflexion  totale  n'est  sensible  que  dans  une  couche 
mince  immédiatement  au-dessous  de  la  surface  de  la 
sphère. 

Si   l'on    pose    a'  =  «' — Nh,   h    étant  supposé   très 
petit,  on  aura 

pJW-rt*)  -  â^-j  =  ^(» +*)•-«*. 

On  trouvera  ensuite  comme  à  l'ordinaire 

K,  == 2iVcos^ (kt  +  acosd  +  j  -d)i-hVsm2â-N: 

o,  .         2sin^  (kt  +  acos0  +  ^-J)i  —  hVsin2â~N2 

aVl  —  N2tgâ 

et  <p-\-6  =  iz.  Dans  la  détermination  des  composantes 
f,  yf,  £",  il  ^aut  revenir  aux  équations  (18),  et  comme 
K'  et  S'  renferment  originairement  le  facteur  #"«(«')    0n 
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aura,  en  négligeant  les  termes  d'un  ordre  inférieur, 


ÔK'        df,n(a')  v,         V(n  +  iy-a'2  v,        Vsm20-N2 
Jof~      ôaf  a'  ~       '   N 

On  obtient  en  même  temps 

=r  =  (n  +  $)Kï  =  asmdK'i, 

et  les  mêmes  équations  restent  applicables  en  y  rempla- 
çant K'  par  S'.  Les  équations  (18)  donnent  ainsi  dans 
ce  cas 


-s        sin2#     r,t     -,         .  sin#l/sin2# —  N2    TZ.      -.  .  .    a    c, 

$'  =  -jy-aK',     rj  =  % -= aK',     f  =  —tsmdaS', 

où  l'on  peut  substituer  les  valeurs  trouvées  pour  K'   et 
pour  S'. 

On  voit  que  les  résultats  de  ce  calcul  de  la  réflexion 
totale  s'accordent,  tant  pour  les  points  extérieurs  que 
pour  les  points  intérieurs,  avec  ce  qui  est  connu  par  la 
théorie  de  la  réflexion  totale  par  des  surfaces  planes,  et 
le  calcul  ne  conduit  donc  pas  au  delà  de  ce  qui  peut 
aussi  être  trouvé  par  la  voie  élémentaire. 

Il  reste  seulement  encore  à  continuer  les  sommations 
des  séries  K  et  S  (79)   à  partir  de  la  limite  de  n  à  la- 
quelle les   équations  (67)  et  (68)  cessent  d'être  valables 
pour  la  variable  a  *.    Dans  tous  les  cas,  la  valeur  de  kn  *  note  45. 
donnée  dans  (33)  pourra  être  transformée  en 

.  axa  J**Mi       a  _  3»(«)  ( x  +  r"("'))  - N(*  +  i  gfo»  2 r*W 

*  +  '  qn(a)(l+r'n(a))--N(-i+iq'n(a))^rn(ar 

La  fraction  désignée  par  A,  lorsque  n  dépasse  la 
limite  dont  il  s'agit,  devient  égale  à  1,  N  étant  supposé 
différent  de  1.     Nous  n'examinerons  pas  le  cas  où  JV —  1 

31* 
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est  assez  petit  pour  que  la  différence  doive  être  considérée 
comme  une  grandeur  d'un  ordre  plus  petit  que  l'unité. 

L'équation  A  =  1  aura  en  effet  toujours  lieu,  si 
q'n(a)  est  d'un  ordre  plus  élevé  que  l'unité,  ce  qui,  sui- 
vant (99),  est  le  cas  lorsque  n— a  est  positif  et  d'un  ordre 
note  46.  plus  élevé  que  celui  de  a*.  En  outre,  n  est  si  grand*  dans 
la  somme  considérée  que  q„(a)  est  d'un  ordre  supérieur 
à  l'unité,  tandis  que  rn(a!)  et  r'„(a'),  lorsque  la  différence 
n— a,  tant  positive  que  négative,  est  d'un  ordre  moins 
élevé  que  celui  de  a,  ne  peuvent  être  d'un  ordre  supé- 
rieur à  l'unité.  Gela  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut 
(p.  478),  car  on  a  n  —  a'  =  n  —  a—  (N—  l)a,  où  le  dernier 
terme  ne  peut  être  d'un  ordre  plus  petit  que  celui  de  a. 
Il  en  résulte  donc  que,  dans  le  cas  considéré,  on  doit 
toujours  avoir  A  =  1,  et  comme  les  mêmes  considéra- 
tions peuvent  s'appliquer  à  la  valeur  de  sn  donnée  dans 
(33),  on  aura 

%kn  =  —  1  +  «2W,     2sn  =  —1 +  £*(«)*. 

Ces  deux  coefficients,   pour  w>a,  n  allant  en  croissant, 
note  47.  convergent  rapidement  vers  0*. 

En   nous   référant  à  ce  qui  précède  pour  le  cas  de 
°2kn  =  — 1,    2  s»  =  —1,    nous   aurons   à   considérer  la 

série 

n         aK         iaS 
"  "  cos^        sin^ 

^^   y   nnsmw       y     '  z/         4/ 

"2 

où  ng  est  la  limite  supérieure  de  n,  en  deçà  de  laquelle 
qn{a)  et  À„(a)  se  laissent  déterminer  par  (67)  et  (68). 
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L'exposant  dans  cette  somme  est 

(^-^  +  2^-;„(«)±((»  +  i)p-f))*\ 

et  en  y  posant  n  =  v  +  z  et  v  +  £  =  asin#,  le  coef- 
ficient de  z  en  négligeant  les  grandeurs  d'un  ordre  in- 
férieur à  l'unité,  sera  égal  à  —  $-f-f.  Par  conséquent, 
s'il  doit  être  nul  ou  très  petit,  on  devra  prendre  le  signe 
supérieur  et  <p— &  sera  nul  ou  très  petit*.  Il  en  résulte  *  note  48. 
que  les  composantes  du  mouvement  vibratoire  pourront, 
d'après  (80),  être  déterminées  par 

$e  =  sin2  tp  cos  (p  Q , 
7je  =  sin  ^>  cos  ^  cos  ^  Ç,     f«  =  — sin^sin^Ç, 

d'où  l'on  obtient  pour  les  composantes  par  rapport  aux 
axes  fixes 

$e  =  0,      9,  =  sin^Ç,      C  —  0. 

Gomme  <p—ê  est  très  petit  et  que,  par  suite,  on  peut 

1  1 

ailleurs  que  dans  l'exposant  poser  qn(a)  =  =  = 

*  v  7         cos#         COS^J 

et  n  =  a  sin#  =  asin^,    la    quantité    sin^Ç  se  laisse 

réduire  à 

i  "s  F  i 

sm  pQ  =  ^e  =    /  2"e  n , 

V2^acos^  «2 

A  =  ^-^  +  2^(«)-;„(a)  +  (M  +  i)^-|, 

expressions  qui  représentent  sous  une  forme  simple  le 
phénomène  complexe  qui  comprend  la  diffraction  de 
rayons  parallèles  par  une  sphère  réfléchissante. 

Si  nous  considérons  d'abord  la  partie  de  la  somme 
où  n  >  «,  on  voit  que  Àn(a),  pour  des  valeurs  croissantes 
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de  m,  décroît  de  ^  jusqu'à  0.     On  en  obtient  une  déter- 
mination plus  exacte  par  les  équations 

?Xn[a)i  =  l  +  tg*,(«)j  =  1+e^Mi  _  -  *mfln[a)~ 

l~tg ;„(«)»•     l_^»(«)f-""  '-r-f*        »  1 

où  //«(«),   pour  n  =  a,   a   pour   valeur  —  {log3  et  dé- 
croît rapidement  pour  des  valeurs  croissantes  de  n. 

Si  donc  on  pose  d'abord  dans  la  somme  considérée 
e2Àn{a)i  ==  i?  pUjs  ^ans  i'exposant,  comme  à  l'ordinaire, 
n  =  v-\-z,  v-f±  =  asin#,  le  coefficient  de  zi%  dans 
l'exposant  développé  suivant  les  puissances  de  z,  devi- 
endra <p  —  ê.  La  somme,  pour  <p  =  #,  sera  ainsi  rem- 
placée par  l'intégrale 


s 


n3 —  a  sin  0* 

(7T  22       \ 

4     zacoscpj  _  _^|/27racos^, 

a  —  asin# 


qui,  par  la  substitution 

\         -/  2         K2acos^ 

donne 


'f-W 


ûLr«(wr— »'. 


intégrale  qui  correspond  à  l'intégrale  (57)  lorsqu'on 
change  le  signe  de  i.  Il  résulte  du  calcul  de  cette  der- 
nière intégrale  que  pour  e  >  0,  c'est-à-dire  quand  le  point 
est  situé  en  dehors  du  bord  de  l'ombre  géométrique  de 
la  sphère  (a  sin  <p>  a),  l'intégrale  est  une  fonction  pério- 
dique. En  dedans  du  bord  de  l'ombre  (e<0),  elle  est 
au  contraire  apériodique.  Au  bord  même  de  l'ombre 
(e  =  0),  on  trouve 


7)e 


l     (kt  —  acos<P)i 
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Le  résultat  est,  sous  tous  les  rapports,  le  même  que 
celui  qu'on  obtient  pour  la  diffraction  de  la  lumière  par 
un  disque  plan  circulaire  placé,  au  lieu  de  la  sphère, 
dans  le  grand  cercle  auquel  les  rayons  incidents  sont 
tangents. 

La  seconde  partie  de  la  somme  considérée  plus 
haut  est 


m  =  oo        t>3 


(kt-Ân(a)  -f  (n  +  i)p-(2w-2m  +  1)  £)*  +  2m/*«(a) 


Si  l'on  y  pose  ri '  =  v-\-z,  v  +  ^  =  a  =  asin#  et  qu'on 
se  serve  pour  //„(«)  du  développement  (104),  le  coefficient 
de  z  dans  l'exposant  deviendra,  par  le  développement 
suivant  les  puissances  de  2,  {<p  —  {f)i—  —,  où  r  =  n^+i) 
est  déterminé  par  (97)  et  est  de  l'ordre  de  ai 

Si  (p  —  ê  est  d'un  ordre  plus  élevé  que  «— i,  la  somme 
considérée,  en  ne  prenant  que  les  grandeurs  de  l'ordre 
le  plus  élevé,  pourra  être  exprimée  par 


m=  00 


1 Jkt-acos$+a(y-#)  +■  (2m +  !)-£)♦-  jlogB^        .  NQTE  ^ 


<p  —  # 

m  —  0 

qui  est  d'un  ordre  moins  élevé  que  ai 

Par  contre,  si  le  point  considéré  est  assez  voisin  du 
bord  géométrique  de  l'ombre  de  la  sphère  pour  que  cp— & 
soit  du  même  ordre  ou  d'un  ordre  moins  élevé  que 
a~ h  on  aura  à  tenir  compte  de  tous  les  termes  du  dé- 
veloppement de  l'exposant  suivant  les  puissances  de  z; 
mais  par  la  substitution  z  =  rx,  ils  deviendront  tous 
de  l'ordre  de  a°  et  l'intégrale  entière  sera  du  même  ordre 
que  r,  par  conséquent  de  l'ordre  de  a?*.  L'amplitude  cor-  *note  50. 
respondante  pourra  être  exprimée  par 
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C    _g_, 

l/acosç? 

où  C  est  une  constante  numérique.  Un  calcul  plus  exact 
de  cette  constante  ne  présente  guère  d'intérêt,  car  on 
voit  facilement  que  cette  partie  du  mouvement  de  la 
lumière  ne  peut  être  que  très  minime  et  à  peine  obser- 
vable, puisqu'elle  se  confond  avec  le  reste  de  la  lumière 
diffractée.  La  formule  montre  que  l'intensité  de  cette 
lumière  est  proportionnelle  à  la  puissance  §  du  rayon  de 
la  sphère  et  à  la  puissance  -J  de  la  longueur  d'onde,  et 
inversement  proportionnelle  à  la  distance  du  point  con- 
sidéré au  grand  cercle  auquel  les  rayons  incidents  sont 
tangents,  supposé  toutefois  que  cette  dernière  distance 
elle-même  ne  devienne  pas  très  petite. 

Enfin,   l'amplitude  vibratoire  correspondant  à  n<a 
est  aussi  déterminée  par 

*  —       l       ypFni 

V^7racos<p  "i 

sommation  dans  laquelle  À„(a),  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  décroît  d'une  grande  valeur  indéterminée 
jusqu'à  -£.  En  posant  n  =~  v  —  z,  v-\-\a  =  crsin#,  on 
obtient 

«j     (kt-acos&  +  a(?-$)+%Au-z(a)-^ -(?-#) z)i 


7je    — 


VQnao.oSip 


où  Xv  __t(a)  peut  être  développé  suivant  (103).  On  voit 
maintenant  que  ce  cas  correspond  entièrement  à  celui 
qui  a  été  traité  plus  haut,  et  que  le  résultat  peut  être 
présenté  sous  la  même  forme.  Cette  partie  du  mouve- 
ment de  la  lumière  correspond  à  la  diffraction  des  rayons 
totalement   réfléchis  sous  une  incidence  rasante.     L'in- 
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tensité  de  ces  derniers  rayons  décroît  à  mesure  que 
l'angle  d'incidence  croît;  cependant,  à  cause  de  la  dif- 
fraction, cette  intensité  n'est  pas  nulle  au  bord  géomé- 
trique de  l'ombre,  mais  devient  une  grandeur  de  la  même 
espèce  que  l'intensité  des  rayons  diffractés  considérés 
plus  haut,  après  quoi  elle  décroît  rapidement  en  dedans 
du  bord  de  l'ombre. 

Les  sommations  par  rapport  à  n  n'ont  encore  été 
faites  que  jusqu'à  la  limite  supérieure  n  =  n3;  mais, 
comme  nous  l'avons  déjà  fait  observer,  les  coefficients 
kn  et  s„,  pour  n  >  a  et  pour  des  valeurs  croissantes  de  n, 
convergeront  rapidement  vers  0.  Cette  partie  des  sommes 
sera  donc  en  général  une  quantité  extrêmement  petite. 

7.     Quantité  de  lumière  émise,     a  très  petit.     Système 
de  petites  sphères. 

Toute  la  lumière  émanée  de  la  sphère  éclairée  est 
supposée  recueillie  sur  le  côté  intérieur  d'une  surface 
sphérique  concentrique  placée  à  une  distance  infinie  de 
la  sphère.  En  désignant  par  L  la  quantité  totale  de 
lumière  recueillie,  par  r  le  rayon  infini  de  la  sphère  et 
par  /  l'intensité  de  la  lumière  à  la  distance  r,  mesurée 
par  le  carré  de  l'amplitude,  L  pourra  être  défini  et  dé- 
terminé par 

L  —  AsinydyÙfl.  (109) 

D'après  les  équations  (17)  et  (31),  les  composantes  du 
mouvement    vibratoire,    pour    a  =  -r—  et  r  infiniment 

A 

grand,  peuvent  être  exprimées  par 
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_a)i  y^n±^(    _^l_+,  *ft\ 

^J  w(w+l)\  nsm<pd<p^'n  d<p2  J1 


Qe~         a       e 


où  kn  et  sn  sont  des  grandeurs  complexes,  dont  nous 
désignerons  le  module  par  kn  et  sn.  Si  maintenant  on 
détermine  I  par  la  somme  des  carrés  des  amplitudes  de 
ces  composantes,  l'équation  (109),  après  qu'on  aura  fait 
l'intégration  par  rapport  à  <p,  donnera 

r        ^T-      a    17  V^+l  (j   d2Pn   .  -     dPn    w 

j  V-^+i/i    dP*    i  -  ^Wl 

Chacun  de  ces  carrés  peut  aussi  être  exprimé  comme 
un  produit  de  deux  sommes  avec  les  variables  n  et  m, 
et  en  remarquant  que  l'on  a 


Xsinp  d<p  ( 


*p.*pm ,      dPndP^    ,°  *»*■•£ 


V    <V    '  sinV  <V    ^  )"  "  \  2^w  +  1)'  quand  m  =  « 

l      2  w  4-  1 


r,  /d2pndPm.  dPnd2pm\      _ 

NOTE51.         J^(__+^_j    =0*, 

on   trouvera   que   la   quantité    de   lumière  L   est  déter- 
minée par 

L  =  J?-i(2w+l)  («  +  £).  (110) 

Z  7T    1 

Les  expressions  générales  (33)  des  coefficients  kn  et 
s„  peuvent  aussi  être  mises  sous  la  forme 
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,  1  _  wn(a)Vn(a')  —  Nwn(a)vn(a) 

K  ~  "  1+pnf    Pn  ~  vn{a)v'n(a!)-Nv'n{a)vn(a!Y  llllj 
1  ^  Nwn(a)v'n(a')—Wn(a)vn(a!)    ,^0), 


°"   ~         \  +  qnV     *"         Nvn(a)v'n(a')-v'n(a)vn(a'y 

Le  module  de  ces  coefficients  est  donc  moindre  que  1, 
excepté  dans  les  cas  où  l'on  a  pn  =  0,  ou  ^  =  0, 
valeurs  auxquelles  correspondent  respectivement  kn  =  —  1 
et  sn  =  —1. 

Nous  déterminerons  maintenant  le  mouvement  de 
la  lumière  dans  le  cas  où  le  diamètre  de  la  sphère  éclairée 
est  très  petit  en  comparaison  de  la  longueur  d'onde  de 
la  lumière  incidente,  de  sorte  que  a  devra  être  considéré 
comme  un  nombre  assez  petit  pour  que,  dans  les  déve- 
loppements suivant  les  puissances  de  «,  on  ne  doive  prendre 
en  général  que  le  terme  qui  renferme  la  plus  petite  puis- 
sance de  a.  Par  contre,  nous  ne  ferons  provisoirement, 
relativement  à  a\  aucune  supposition  restrictive*.  *  note  52. 

D'après  les  développements  en  série  (22)  et  (24),  on 
aura,  en  ne  prenant  que  le  premier  terme  des  séries, 

_  an+l  ,  (n+\)an 

Vn(a)  -  1>3      o2n+V     M«J  -  i.3...2n+ii 

1-3...2W— 1         '     ,  l-3...2n — 1 

wn{a)  =  —    -,    wn(a)  =  -n — p- . 

En  substituant  ces  valeurs  dans  (111)  et  (112),  on  verra 
que  kn  et  sn  deviennent  en  général  des  grandeurs  très 
petites  de  l'ordre  de  a2n+l.     On  trouvera  en  effet 


l2.32...(2rc-l)2(2rc+l)      a!vn{a!)  +  N2nvn{a!) 
a2"+4  '  o!v'n{a)-N\n+\)vn\ 

l2. 32. ..  (2n-  l)2(2n  +  1)        aWn(a!)  +  nvn(a') 


Pn  "  a2"+<  '  a'vfn(a)-N\n-\   \)vn{o!) 

\2.3\..(°2n- 
qn  = 


a2"+l  a!v'n(a!)  —  {n+\)vn(a'y 

dans  la  dernière  expression,  on  peut  aussi  poser 
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a'v'„(a')-{-nvn(a')  —  a'vn^(af), 
a'v'n(a')-(n+l)vn(a')  —  -a'vn+i(a'). 

Par  conséquent,  abstraction  faite  des  cas  particuliers, 
les  développements  (31)  de  K  et  de  S  se  réduiront  au 
premier  terme,  correspondant  à  n  =  1,  terme  où  entrent 

1  3    «X(«')  +  iV\(«')   '       *  3  t>0(«')' 

après  quoi  les  composantes  du  mouvement  vibratoire 
&,  rjc,  G  se  laissent  facilement  déterminer  à  l'aide  des 
équations  (17). 

Si  maintenant  a!  est,  de  même  que  a,  une  grandeur 
très  petite,  lcx  pourra  se  réduire  à  la  forme 

.2«8  iV2 —  1 

1  ~      l  3  ' N2+r 

tandis  que,  pour  a!  très  petit  ou  si  a  est  une  racine 
de  l'équation  v2(d)  =  0,  on  obtient  st  =  0. 

Dans  ce  dernier  cas,  jye,  d'après  les  équations  (17), 
sera  toujours  proportionnel  à  cos^,  d'où  il  suit  que  les 
vibrations  de  la  lumière  réfléchie  perpendiculairement 
aux  rayons  incidents  seront  dirigées  perpendiculairement 
au  plan  d'incidence,  et  que,  par  conséquent,  la  lumière 
sera  entièrement  polarisée  dans  ce  plan.  Il  va  sans  dire 
que  cela  aura  lieu  aussi  si  la  lumière  incidente  n'est  pas 
polarisée. 

Les  données  restant  les  mêmes,  la  même  loi  doit 
également  être  applicable  si,  au  lieu  d'une  sphère  isolée, 
nous  nous  représentons  un  assemblage  de  sphères  sem- 
blables, séparées  les  unes  des  autres  et  disposées  sans 
aucun  ordre.  Si  nous  posons  en  outre,  dans  l'expression 
de  kv  a  — i  — t—  ,  R  étant  le  rayon  de  la  sphère,  on  voit 

A 
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que  le  mouvement  de  la  lumière  en  un  point  arbitraire 
hors  de  la  sphère,  abstraction  faite  de  la  lumière  inci- 
dente et  des   coordonnées  du  point,    dépend  seulement 

N2—  1 
de   la  grandeur  „2        B3.     Maintenant,  dans  le  système 

de  sphères  ci-dessus  mentionné,  concevons  que,  la  si- 
tuation de  leurs  centres  restant  la  même,  leurs  rayons 
croissent  jusqu'à  Bv  qui  cependant  doit  toujours  être  très 
petit  en  comparaison  d'une  longueur  d'onde,  tandis  que 
leur  indice  de  réfraction  passe  de  N  à  Nt;  si  ce  chan- 
gement s'opère  de  manière  qu'on  ait  toujours 

N2—  1  N2—  1 

iV2+2     ~~  #;  +  2   *' 

le  mouvement  de  la  lumière,  en  dehors  des  sphères  et 
partout  en  dehors  du  système,  ne  sera  pas  influencé  par 
<;e  changement.  Si  R1  devient  égal  à  la  plus  petite  demi- 
distance  moyenne  des  centres  des  sphères,  le  système 
correspondra  à  très  peu  près  à  un  milieu  homogène  avec 
l'indice  de  réfraction  Nv  De  là  on  peut  encore  conclure 
que  si  les  sphères,  dans  le  système,  restent  les  mêmes 
tandis  que  la  densité  dt  de  ce  dernier  varie,  l'indice 
de    réfraction   Nt  du    système    variera    de  manière   que 

N2—  1  1 

A^_L  9  J~  res^era  constant  (cf.  «Théorie  de  la  dispersion"). 

La  quantité  totale  de  lumière  émise  par  une  sphère 
isolée  sera,  d'après  (110),  déterminée  par 

Zfa6  /N2—  1 


T     _  !^V/iVz— 1\ 
3tt    \ÏV2+2/ 


•et  A  désignant  le  nombre  de  sphères  dans  l'unité  de  volume, 
AL  sera  la  quantité  totale  de  lumière  rayonnée  par 
chaque  unité  de  volume  du  système*.    Cette  grandeur  est  *  note  53. 
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le  coefficient  d'absorption  du  système,  et  si  on  la  désigne 
par  ft,  a  étant  en  même  temps  exprime  par  — —  ,  on  aura 


r°R6  (N2—  1\ 
t4     liV2+2/ 


3/i4      \iV2+2/,  4^* 

Il  en  résulte  que  le  coefficient  d'absorption  est  inverse- 
ment proportionnel  à  la  quatrième  puissance  de  la  lon- 
gueur d'onde  (loi  de  Rayleigh*).  Réciproquement,  le 
coefficient  d'absorption  h  du  système  et  son  indice  de 
réfraction  Nt  étant  donnés,  on  pourra,  avec  nos  données, 
déduire  le  nombre  de  sphères  par  unité  de  volume  et  une 
limite  inférieure  de  leur  grandeur,  car  on  tire  des  équa- 
tions précédentes 


Mn*(Ni-i\  h ^  (jy;+2)Qr'+g) 

A  ~~    hk4 \N\+y'     n      ~  WnUN\—  \)(N2—  1) 


32  tt4  (NI-  1)  (iV2—  1)  >  32  7T4  'iV2—  1 

Gomme  exemple,  nous  prendrons  l'indice  de  réfrac- 
tion et  le  coefficient  d'absorption  de  l'air  atmosphérique 
à  la  pression  ordinaire,  à  savoir  Nt  =»  1,00029  et  Àh* 
=  0,0017,  10-6mm  étant  pris  pour  unité  de  longueur. 
Avec  ce  dernier  coefficient,  11,3%  de  lumière  avec  la 
longueur  d'onde  580  et  deux  fois  plus  avec  À  =  480 
seront  absorbés  sur  une  étendue  de  8  kilomètres. 

Ces  valeurs,  étant  substituées  dans  les  équations 
précédentes,  donnent 

A   =  0,0163,      R  —  0,141  f—X-J^  0,141, 

c'est-à-dire  par  millimètre  cube  un  nombre  de  0,0163*  1018 
sphères  avec  un  rayon  d'au  moins  0,141-  10_6mm.    A  ces 

*  J.W.Strutt:  Phil.  Mag.41,  février,  avril,  juin  1871. 
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valeurs  correspond  a  =  0,00153  pour  À  =  580  et  a  =  0,00185 
pour  X  =  480. 

Très  différent  de  ce  mouvement  de  la  lumière  est 
celui  qui  se  produit  dans  les  cas  particuliers  où  l'on  a 
pn  =  0  ou  qn  =  0,  lesquels  se  présentent  pour  toute 
une  série  de  longueurs  d'onde.  A  ces  cas  correspondent, 
d'après  les  équations  (111)  et  (112), 

wn(a)Vn(a)  —  Nw'n(a)vn(a')  =  0, 
Nwn(a)v'n(a')  —  w'n(a)vn(a!)  =  0. 

La  première  de  ces  équations  correspond  approximative- 
ment à  vn(a!)  =  0,  la  seconde  à  vn-i(a')  =  0*.  En  posant  *  note  54. 
pour  plus  d'exactitude  dans  la  première  équation  a  =  ft+e, 
ft  étant  une  racine  de  l'équation  vn(ft)  =  0,  on  obtient 
par  un  développement  suivant  les  puissances  de  e  et  en 
négligeant  les  termes  qui  renferment  une  puissance  de  s 
plus  grande  que  la  première, 

Wn(a)  a 

Nw'n(a)  ~         Nn  ' 

Si  l'équation  donnée  est  qn+l  =0,  à  cette  équation 
correspondra,  si  l'on  prend  les  deux  premiers  termes 
du  développement  de  wn+l(a)  et  de  w'n+i(a), 

oùrona   »„+l(a')  =  -»;(«')+^+V') 


et 


v'„+l(a')  =  -(^J^~  l)».(«')+  ^Ma'). 


A  l'aide  de  ces  équations,  on  trouve  avec  le  degré  d'ap- 
proximation voulu 

{Zn+\)a!vn{a!)  +  a*v'n(a!)  =  0. 
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Si    maintenant   on  pose   «'   =  £  +  e'»    vn(fi)   étant, 
comme  auparavant,  égal  à  0,  on  obtient 


(2n+l)a' 


JV(2n  +  l)# 


Les  racines  de  pn  =  0  et  de  qn+l  =  0  sont  donc 
très  près  d'être  égales,  mais  sans  l'être  exactement,  et 
la  différence  entre  deux  racines  correspondantes  est 


£ £ 


a(n+l) 
Nn(Zn+l) 


(»>0). 


En   désignant   les   variations   correspondantes   de  la 
longueur  d'onde  par  ô  et  d',  on  a 


et 


d-8 


£         «î 

s'              if 

fi               * 

Xa(n+\) 

n2  iR2 

+1 


fiNn(<ïn+[)        fi2      X     »(2n+l)' 

Le  tableau  suivant  donne  les  cinq  plus  grandes 
valeurs  de  -^  pour  n  =  0,  1,  2,  3,  fi  étant  une  racine  de 
l'équation  vn(fi)  =  0: 


n  =  0 

n  =  1 

n   =  2 

n  —   3 

1 

0,6992 

0,5451 

0,4496  .  .  . 

0,5000 

0,4067 

0,3454 

0,3016  .  .  . 

0,3333 

0,2881 

0,2549 

0,2293  .  .  . 

0,2500 

0,2233 

0,2025 

0,1856  .  .  . 

0,2000 

0,1823 

0,168î 

0,1561  .  .  . 

On  voit  maintenant  que  la  plus  grande  différence 
d—d*  dans  la  longueur  d'onde  correspond  à  -=•  =  0,6992 
et  à  n  =  1.     En  prenant  pour  exemple  R  ==  0,141  et 
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X  =  580,  on  trouve  â—â'  =  0,000045,  nombre  13000 
fois  plus  petit  que  la  différence  (0,6)  entre  les  longueurs 
d'onde  des  deux  raies  Dl  et  D2  du  spectre  solaire. 

Dans  un  système  de  sphères,  il  se  produit,  dans  les 
cas  particuliers  considérés  ici,  des  raies  d'absorption 
lorsque  la  lumière  blanche  transmise  est  décomposée 
en  un  spectre.  En  effet,  tandis  que  la  quantité  de 
lumière  rayonnée  de  chaque  sphère  est  en  général,  comme 
nous  l'avons  vu,  une  grandeur  très  petite  proportionnelle 
à  B%    elle   devient,    pour  pn  =  0  ou  qn  =   0,   égale  à 

— ^â  *   c'est-à-dire  aussi   grande  que  la  quantité  de 

lumière  incidente  qui,  sans  déviation,  tomberait  sur  une 

sphère    dont   le    rayon    serait ï^-.     Comme,   dans 

notre  système,  les  distances  moyennes  des  sphères  voi- 
sines sont  supposées  beaucoup  plus  petites,  on  voit  que 
le  système  peut  être  regardé  comme  à  peu  près  impéné- 
trable à  cette  espèce  de  rayons.  On  remarquera  en 
même  temps  que  les  raies  d  absorption  correspondant  à 
qt  =  0,  c'est-à-dire  à  v0(ft)  =  0,  sont  simples  et  toutes 
les  autres  doubles. 

Si  l'on  a  déterminé  dans  un  système  une  série  de 
longueurs  d'onde  de  raies  d'absorption,  elles  pourront 
être  rapportées  aux  inverses  des  racines  de  l'équation 
vn{fi)  =  0,   où  n  =  0,  1,2, ,   en  les  multipliant  par 

N 
un  même  facteur  constant.    Ce  facteur  étant  égal  à  ^ — 5, 

il  sera  donc  possible,  à  l'aide  de  ce  facteur,  de  l'indice 
de  réfraction  et  du  coefficient  d'absorption  du  système,  de 
déterminer  toutes  les  constantes  de  ce  système,  à  savoir 
le  nombre  de  sphères  par  unité  de  volume,  leur  grandeur 
et  leur  indice  de  réfraction. 
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On  pourra  aussi  dans  ce  but  employer  des  mesures 
de  la  largeur  des  raies  dont  le  calcul  peut  se  faire 
comme  il  suit. 

Si  la  longueur  d'onde  X  correspond  à  pn  =  0,  la 
valeur  de  p„,  pour  une  longueur  d'onde  voisine  À-\-ô, 
note  55.  sera  déterminée  par* 


Pn   = 


,p-_™^.^w^+l))J 


De  même,  si  X  correspond  à  qn  =  0,  la  valeur  de 
qn,  pour  une  longueur  d'onde  >1  +  <Î,  sera  déterminée  par 

r-r...(2»-ir  9 

Bien  que  S  soit  considérée  comme  une  petite  grandeur, 

elle  pourra  cependant  toujours  être  supposée  assez  grande 

pour    que  pn    et   qn   soient    très   grands    par   rapport    à 

l'unité,   de  sorte  que  kn  et  sn  pourront  être   déterminés 

par 

,  i  i 

pn  qn 

Pour  un  système  de  sphères,    les   coefficients   d'absorp- 
tion correspondants  seront  exprimés  par 

A    /2(2n+l)  A    /2(2n+l) 

Nous  pouvons  maintenant,  dans  le  spectre  de  la 
lumière  transmise,  considérer  les  deux  limites  d'une  raie 
d'absorption  comme  les  points  où  l'intensité  de  la  lu- 
mière est  réduite  à  une  fraction  constante  e_c,  et  la 
largeur  de  la  raie  pourra  alors  être  déterminée  par  la 
différence    %d  entre  les   longueurs   d'onde   en   ces   deux 
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points.     En   désignant  par  x  la   distance  parcourue  par 
un  rayon  du  système  considéré,  on  aura 

__  Ax  X\Zn+\)  _  Ax   X\%n+  1) 

°  ~  p2n'        2*  &'        In 

En  substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  de 
jon  et  de  q„  trouvées  plus  haut,  on  voit  que  la  largeur 
des  raies  est  toujours  proportionnelle  à  la  racine  carrée 
du  chemin  parcourru,  comme  aussi  à  la  racine  carrée 
du  nombre  de  sphères  par  unité  de  volume. 

La  raie  la  plus  large  correspond  à 


*--*    r 


ce  qui  donne 


8#31  /GttAx 


Pour  A  =  0,0163,  R  =  0,141,  À  =  580,  x  =  101 
ou  10  mètres  et  c  ==  0,693,  correspondant  à  une  absorp- 
tion de  50  °/o  aux  bords  de  la  raie,  on  trouve 

%d  =  2,57, 

valeur  qui  correspond  à  une  largeur  4,3  fois  plus  grande 
que  la  distance  entre  les  deux  raies  D1  et  D2  du  spectre 
solaire.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer  que  %d 
peut  aussi  être  calculé  directement  au  moyen  du  coefficient 
général  d'absorption  /?,  sans  qu'il  soit  besoin  de  connaître 
les  autres  constantes  du  système,  N  pouvant,  dans  l'expres- 
sion de  h,  être  considéré  comme  un  très  grand  nombre. 
Les  raies  d'absorption  peuvent  ainsi  être  très  larges 
et  présenter  plutôt  le  caractère  de  bandes  d'absorption, 
lorsque  a'  est  une  des  plus  petites  racines  de  l'équation 

32* 
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v0(a!)  =  0.  Mais,  si  a'  est  une  des  racines  des  équations 
vi(a')i  vi(a')  =  0,  les  raies,  avec  les  constantes  numé- 
riques prises  ici  pour  exemples,  seront,  même  dans  les 
cas  les  plus  favorables,  réduites  à  des  lignes  d'une  lar- 
geur à  peine  mesurable,  ce  qui,  bien  entendu,  n'empêche 
pas  qu'elles  ne  puissent  être  visibles. 

Mon  intention,  en  calculant  le  mouvement  de  la 
lumière  dans  un  système  de  petites  sphères,  n'a  pas  été 
d'en  donner  une  détermination  exacte,  ce  qui  eût  exigé 
un  plus  grand  appareil  mathématique.  J'ai  seulement 
cherché  à  mettre  en  évidence  ce  que  présente  de  parti- 
culier ce  mouvement  de  la  lumière,  qui,  pour  une  sphère 
isolée,  se  laisse  déterminer  exactement  et,  par  là,  devient 
aussi  calculable  dans  ses  parties  essentielles  pour  un  assem- 
blage de  sphères,  le  but  de  ce  travail  ayant  été,  en  partie, 
de  montrer  la  possibilité  d'arriver,  par  les  propriétés  op- 
tiques du  système,  à  la  connaissance  des  éléments  qui, 
par  leur  petitesse  même,  échappent  à  l'observation  directe, 
en  partie  d'appeler  l'attention  sur  la  frappante  analogie 
qui  se  manifeste  entre  les  propriétés  optiques  du  système 
et  celles  des  gaz. 
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NOTES. 

NOTE  1.  La  traduction  de  ce  mémoire  a  été  faite 
par  feu  M.  Frisch  et  approuvée  par  Lorenz  lui-même. 

NOTE  2.  Les  dérivées  partielles  par  rapport  aux 
autres  coordonnées  polaires  sont  au  contraire  toujours 
finies. 

NOTE  3.  <p  désigne  l'angle  que  fait  r  avec  l'axe 
des  x,  <p  l'angle  que  fait  le  plan  qui  passe  par  r  et  x 
avec  le  plan  des  xy. 

NOTE  4.     On  a 

fj  =  xÇ+yy  +  zÇ, 

NOTE  5.  Le  symbole  A2u  peut  être  exprimé  en 
coordonnées  polaires  par 

\d2(ru)      \d2u      zolipdu  1      Pu 

â*U        r     Ôr2    ^~r2d<p2^    r2    dy  +  r*sm*9>dfi' 

et  comme  les  dérivées  par  rapport  à  <p  et  <p  sont  partout 

finies,  l'expression 

d\r2Ç)      Ô(r26) 

dr2  dr 

sera  par  conséquent  aussi  finie. 

De  la  même  manière  on  reconnaît  que  les  expres- 
sions suivantes  sont  partout  finies. 
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NOTE  6.  I  est  défini  comme  le  coefficient  de  x 
dans  l'expression  e{kt~lx)i\  mais  Lorenz  se  sert  en  général 
de  la  lettre  l  pour  désigner  la  quantité  — ,    où   X   est  la 

A 

longueur  d'onde. 

NOTE  7.  On  suppose  dans  ce  qui  suit  que  £,  37,  £ 
sont  de  la  forme  <pekit,  où  <p  est  fonction  de  x,  y,  z,  mais 
non  de  t.  Dans  cette  hypothèse  les  équations  différen- 
tielles prendront  la  forme 

4T-2+W-0. 

Gomme  6  est  nul,  on  voit  facilement  qu'on  peut  écrire 

_^_^?  _ÔA_ÔC  =d_B_dA 

ft  "~  0y       dz1    Ve  ~  dz       dx'    Çe  ~  ôx       dy  ' 

Si  l'on  introduit  ces  quantités  dans  les  équations  (1), 
celles-ci  prendront  la  forme 

Ô(Jfi+PC)      Ô(J2B+l>B) 
dy  de 

6{A,A+VA)      ô(âfl+VC)  _  Q 
dz  dx 

d(J2B+?B)      Ô(J2A  +  l*A) 
dx  dy 

On  satisfait  à  ces  équations  de  la  manière  la  plus  géné- 
rale en  posant 


505 

4c+?c  =  g, 

w  étant  une  fonction  arbitraire. 
Mais,  en  posant 

on  aura  en  vertu  des  équations  (10) 

j,A+rA  -  2f , 

et  de  la  même  manière 

J,B+PB  =  2^, 

J.C+PC-2^. 

Les  équations  (1)  sont  donc  satisfaites  par  les  valeurs 
de  A,  B  et  C  données  par  les  équations  (9).  Reste  en- 
core à  décider  si  ces  solutions  des  équations  (1)  sont  les 
plus  générales.  Mais  on  peut  remarquer  que  £,  37,  Ç 
sont  tous  trois  solutions  de  la  même  équation  aux  dé- 
rivées partielles,  et  qu'ils  sont  liés  en  outre  par  l'équation 

dl  +  dJL  +  K=0 

dx^dy^Ôz 

par  quoi  l'on  reconnaît  qu'ils  peuvent  être  exprimés  par 
deux  intégrales  de  l'équation  A2u-\-l2u  =  0,  et  que  A, 
E,  C  étant  exprimés  par  deux  intégrales,  indépendantes 
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l'une  de  l'autre,  de  cette  équation,  les  expressions  £,  jy, 
C  sont  vraisemblablement  les  solutions  les  plus  générales 
des  équations  (1). 

NOTE  8.     On  trouvera 

ôq    d\xex+yey+zez)  es      es 

*       ex^  dx  xâ^^-z dy      y  dz 

eç  ,    \  er)  es      es 

et  la  composante  de  la  rotation  sera 

/  es  es  es\ 
-  _«C  «j  J(AQ) ,  Q(4Q) ,  es  d\x6x+yey+zez) 
Px-o^~ëi-~z~èy-+y—e^  +  ei  +  -      sr      --•4a 

„/  dç     c><?\   as   av  ^) 


En  remarquant  encore  que 

_  ^_i_  ^  ,  _L^M  i  ?2if  ^  i   _J ^i 

\e\ru)        i     Hsin*%)        1     fu 

r     <9r2    +r2sin^         fy         +r2sin2^^2' 

on    obtiendra    facilement    l'expression    donnée    dans    le 
texte. 

NOTE  9.     Comme  on  a  l  =  — ,    a,   a,   a,   a'  dé- 

/ 

signent  des  distances  mesurées  par  les  longueurs  d'onde 
(divisées  par  2tt)  comme  unités. 

NOTE   10.      On    déduit    facilement   au   moyen    de 
l'équation  différentielle  (21)  que 
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,    vn 


et  comme  v0  =  sina,  on  en  conclut  les  relations  (23). 
De  la  même  manière  on  obtient  les  expressions  (25),  en 
remarquant  que 


et  que  w0  =  cosa. 

NOTE  11.     On  reconnaît  facilement  que,   un  étant 
l'intégrale  générale  de  l'équation 


d2un        (n(n^-\) 
la  fonction 


(*£■  -')«•• 


cosédPn(cos<p)     ,  . 

u  =  - \ — ZJ-un{a) 

a  d(p 

satisfait  à  l'équation 

2  \d\ru)  1      dYm(pty)    ,        1      d*u  ,  7, 

\a    <9a2      '    a2sin^         d<p  '   a2sm2<pd(p2  '     / 

et  par  suite  que  les  expressions  (29)  satisfont  aux  équa- 
tions 

J9K+TK  =  0, 

J2S  +  Z2£  =  0; 


mais  il  est  bien  possible  que  ces  expressions  ne  soient 
pas  les  solutions  les  plus  générales  des  deux  équations 
qui  peuvent  (par  un  choix  convenable  des  constantes) 
satisfaire  à  foutes  les  conditions  aux  limites. 
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NOTE  12.     Les   équations   (32)   ne   peuvent  pas  di- 
rectement être  déduites  des  équations  de  condition. 

Celles-ci  donneront 


Jd.a(K+K0)\  d(d(a'K')\ 

\        aôa       )      d(S  +  S0)        °\    a'Ôa'    ) 


dS' 


d<p  ""     sm<pô(fr  bip  '    sin^cty' 

(d-a(K+K0)\  JH*'K')  \ 

[       aôa       )       Ô(S+S0)  _°\   a1  Sa'    )      dS' 
sm<pd<fi  d<p  sm<pd<p  d<p  ' 

(d.a(S+s,)\  e(d(a's'A 

(3)     \         d<*        I      d'<*{K+K0)  mm    \      da'     )       d(a'K') 

sm(pd(p  d<p  sin  <pd(p  6<p     ' 

(d.a(S+S9)\  fi(d(a'S')\ 

U)     V         àa         )     ô.g(K+Ko)  ==     \      da!     )       Ô(g'K') 
d(p  s\\\<pd(p  d(p  sin<pd<p' 

En  vertu  des  équations  (26),  (29),  (30),  on  aura 

K  =  cosfÏK/^05^, 

r  i  d<p 

S  =  sméHSn  — ^ — ?-' , 
i  acp 

et  les  expressions  analogues  pour  Ko,  So,  K',  £',  les  coef- 
ficients Kn  et  Sn  étant  indépendants  de  (p  et  </>. 

Si  l'on  pose 

ld(aKn)       ld(aK0,,)      1  d(a'Kn)  _    R 
a     da  a       da  a'     da'         '  *    n) 

et 

Sn  -y-  S0t  n Sn    =    (Sn)  , 

où  K0,n,  Kn,  Sn,  S0(n,  S„  sont  les  coefficients  analogues 
à  Kn  et  Sn  correspondants  à  K0,  K',  S,  S9\  S',  les  équa- 
tions (1)  et  (2)  peuvent  s'écrire 
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Si  l'on  pose  cos^  =  x,  on  aura 


et 


dPn_  _sin    ^ 


et  l'équation  (5),  en  vertu  de  la  relation 

■TE"  -  "^TT  ' 
peut  s'écrire 

i™(T-,p-)-|«^¥=°' 

i       v  7     i 

Par  intégration  entre  les   limites  —1   et  x,    on  ob- 
tiendra 

^k,)(p_1_f-^_î  (p„+i-p„_,))  -  Jjjfc.)  p. 

i  i 

oc 

+  5a-D«(^.)+(-i)"(sj)  -  o. 

i 
Gomme  le  coefficient  de  P„  doit  être  nul,   on  en  déduit 

'  '         2rc  +  3  (A:"+1)~  2n— 1  (A:"-1)  — (^)  —  O, 
relation  valable  pour 
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n  =  1,  2,  . .  .,  oo, 
et 

(8)  iW  +  |(-l)»(«i)  +  |(-l)-(4)  =  0. 

Par  intégration  entre  les  limites  x  et  1,   on   aurait 
obtenu  le  terme  constant 

(9)  -HK1)  +  l(K.)-J?(S.)-0. 

2  1 

De  même  l'équation  (6)  donnera 

(10)  ëfï (,s"+,)  - (5-'>  fer  -  («o  =  °  - 
(ii)       i(s,)+i(-i)-(s.)+l(-i)-(i:.)  =  o, 

2  1 

(12)  -iW+fW-fW  -  0. 

Des  équations  (8)  et  (11)  on  déduit 

(jg-(q)_o, 

et  des  équations  (9)  et  (12) 

(*,)  +  («,)  =0, 

et  par  conséquent 

(iy  =  o,   (s,)  =  o. 

Si   dans  les  équations   (7)   et   (10)   on   fait  n  =  1,    on 

obtiendra 

(JQ  =  0,     (S,)  =  0, 

et  l'on  reconnaîtra  que   toutes  les  quantités  (Kn)  et  (£„) 
s'évanouissent,  par  où  l'on  voit  qu'on  aura 


&-4-S  =  S'    et 


1  d.a(K0+K)  =     1  dja'K') 
a  da  a'     ôar 
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Par  un  procédé  analogue  on  pourra  déduire  la  pre- 
mière et  la  quatrième  équation  (32)  des  équations  (3) 
et  (4). 

Du  reste  on  voit  qu'on  peut  se  passer  des  équa- 
tions (32),  les  équations  (Kt)  =  0,  (SJ  =  0,  etc.,  don- 
nant immédiatement  les  quatre  équations  d'où  sont 
déduites  les  équations  (33). 

NOTE  13.  vn  et  wn  étant  deux  intégrales  de  l'équa- 
tion 

'n{n-\- 1) 


-  p^-O-. 


da2 
on  aura 

VnWn  —  VnWn   =    0 

et 

VnWn  —  W'nVn    =    C, 

c  étant  une  constante.  Si  l'on  pose  a  =  oo,  on  obtiendra 

wn  =  cosl  a g-J  =  vn, 

vn  =  —wn  =  sinla g-J, 

et  par  conséquent 

c  —  1. 

NOTE  14.  Les  expressions  trouvées  par  Lorenz  pour 
exprimer  la  moyenne  de  différentes  fonctions  ne  peu- 
vent être  considérées  que  comme  approximativement 
exactes  et  ne  peuvent  pas  être  démontrées  avec  rigueur, 
ce  qu'on  voit  déjà  par  la  définition  des  quantités  co. 

S  00 
exixfi-i  dx,  cette  fonction  peut, 

comme  le  dit  Lorenz,  si  0<^  <  1,  être  développée  en  une 
série  semi-convergente,  à  savoir 
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C**'  xv-1  dx  =  e^iiajf1-'  -  (fjtr-\)  w^-2  -  i(fi-l)  («-2)  oA"8. . .) 
+  in-i(ft-  \)(ju-%)...{ju-n+l)  ÇwixP-ndx. 

Si  w  est  suffisamment  grand,  et  que  n  ne  le  soit  pas 
trop  en  comparaison  de  o>,  la  dernière  intégrale  peut 
être  considérée  comme  négligeable.  Considérons  la  va- 
leur moyenne  de  e^w-v,  où  ju  est  positif.  Cette  valeur 
est  exprimée  par 

S  (1)2 
e^w-Pdw 
J* 

w2  —  w1 

où  œ1  et  <w2  sont  tous  deux  des  nombres  très  grands. 
Si  l'on  considère  dans  l'intégrale  deux  éléments  pour 
lesquels  w  diffère  de  7r,  la  somme  de  ces  deux  éléments 
sera 


(O 


(approximativement).  On  voit  qu'on  peut  dans  l'ex- 
pression de  M  considérer  les  limites  de  l'intégrale  comme 
des  multiples  entiers  de  2  7r,  si  û)2  —  a)i  est  suffisamment 
grand. 

Mais  alors  on  aura,  si  wl  —  2w^,  a>2  =  2m2?r, 

e^co-^dco         \(Pi(0-tldù> 

wl __    fomjit 

nfi  Ç((2  mjc  +  A)--"-1  +  (2  {mx  +  1)  n+h)-^-' ...  (2  {m-  l)x  +  h)~v-1)  é*  dh 


Mais  on  obtiendra  une  valeur  numériquement  plus 
grande    si    l'on  remplace  ehi  par  1,    et   par    conséquent 
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\M\< 


m2—Tni—i 


*2L  1(2(1»,+  *)*)*      ((2^+^  +  1)^] 


A  comme  on  augmente  l'inégalité  en  remplaçant 

—  1  —1 

par 


((2(ma+*)+l)ary  (2(mt+k+l)n)* 

on  aura 

û>8  — û>, 

quantité   qui  tend   vers  zéro  si  <y2  —  û>,  est  suffisamment 
grand.    On  reconnaît  alors  que  la  moyenne  de  \exi x^-1  dx 

Jeu 

est  zéro  si  0<«<  1. 

e**V— 'cfo,    ^    est    plus    grand 
que  1,  on  aura 

exix^-ldx  =  —^ l/^    .     Ue^-'efo. 


^s? 


Lorenz  dit  bien  que  la  moyenne  de  eu)ia)!J—i  s'éva- 
nouit; mais  cela  n'est  pas  exact,  car  on  aura,  si  l'on 
nomme  cette  moyenne  i/, 


S(u2 


dû) 
M  = 


(û>2—  w,) 

expression  qui  peut  à  l'aide  d'intégrations  par  parties 
être  développée  en  une  série  semi-convergente,  dont  les 
termes  sont  de  la  forme 

co  — ù)„ 
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S«/2 

qui  peut  être  négligé.  Mais  les  termes  de  la  série  et 
par  suite  la  série  elle-même  ne  s'évanouissent  pas  en 
général. 

NOTE  15.     Tant  nx  que  n2  sont  ici  des  quantités  de 
la  même  nature  que  co. 

NOTE  16.     La  formule  (40)  ne  peut  en  général  être 
juste;  car  on  a 


î 


çan^i ga(«2+1)t 


ï- 


6  —  1  -  * 


1  -  eai       ' 
et  par  conséquent,  en  différentiant  par  rapport  à  a, 

^ean1i_^Jr\}ea{n2+l)i 

\~eai 
+  "     ~  (1—  eaif  ' 

"2 

Si  l'on  prend  la  moyenne  de  2neani,  le  second  terme 
s'évanouira,  mais  non  pas  le  premier.  La  somme  de  la 
série  (ou  bien  la  moyenne  de  cette  somme)  est  pour- 
tant d'un  ordre  de  grandeur  plus  petit  que  celui  de 
chaque  terme  de  la  série  en  particulier. 

NOTE  17.    Gela  présuppose  que  2'(n^\  Ll?-nù 

a  a 

sont  tous  deux  des  quantités  très  grandes. 

NOTE  18.     Voir  la  note  14. 

NOTE  19.     On  a 


cTQ 


Sw  i 

cos  ( —  e  X*  -f-  x)  dx 
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et 


Su)      a  , 

x~~*  cos  ( —  ea?3  _|-  x)  dx 

3  P01  1  /  £  2  \ 

=  —  Vcos(— ea;3-}-^).(— a?    ? — lj-ete 


3  (•^  i 

-\ \  cos  ( —  sx*  -\-  x)  dx 

3  i 

sin( — ex*  -\-  x) 


»_^d*Q 

.      e  dx2 


Mais  d'après  la  définition  des  quantités  eu  le  premier 

terme  s'évanouit. 

Gz2 
NOTE  20.     Cela  suppose  que  — L  est  très  grand. 

1  — F  z\  est  très  grand. 


NOTE  22.     Ona(î  =  ^.^tEË.  et  le  module  du 


terme  où  entre  a*  est  égal  à 


y°*VHMl+ND. 


NOTE  23.  On  trouve  la  somme  des  séries  dans 
lesquelles  entre  P„( — cosç?)  en  remplaçant  dans  les  for- 
mules (26)  et  (27)  <p  par  <p  +  7r. 

NOTE  24.  La  série  (66)  peut  être  déduite  de  l'équa- 
tion différentielle 

à  laquelle  satisfait  qn. 

Pour  la  déduction  de  cette  équation  différentielle, 
voir  la  partie  6  de  ce  mémoire  intitulée:  Suite.  Réflexion 
totale,  diffraction. 
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NOTE  25.     La  formule  (66)  peut  s'écrire 

q"  -  1  +  "      ~~?  2  +  1  â2  M  â2  J2T4 

+  \~        a2  M  a2  M  a2  /2TÏ76  +  "" 

Si  ^?  est  petit,  les  quantités 

<i  m  m 

sont  elles-mêmes  petites  et  peuvent  être  négligées,  et  si 
p  est  grand ,  le  terme  de  qn  correspondant  à  cet  indice 
sera    lui-même   petit.     Mais,    si   l'on   peut   négliger   les 

quantités  \  —  \  (  )i  ■••!  l'expression  représentera  pré- 
cisément (  1  —  (         2  j  ) . 

NOTE  26.  On  suppose  dans  ce  qui  suit  que  qn(a) 
et  qn(a)  peuvent  être  exprimées  par  la  formule  (67). 

NOTE  27.  Les  séries  sont  des  progressions  géomé- 
triques dont  la  raison  est   bne~~  2^"(a')  ou  cne~  2*M«Q. 

Gomme  q„  est  positif,  les  valeurs  de  bn  et  de  cn  sont 
toujours  plus  petites  que  l'unité. 

NOTE  28.     Si  l'on  développe  bn>m  suivant  les  puis- 

M  _J JL 

sances   croissantes  de  — — -,    on  trouvera  que  le  coeffi- 

a 
/n  -4-i\2 
cient  de  (  — —  J  sera 

^^(jr+jj-ic+n). 
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et  d'une  manière  analogue  que  le  coefficient  de  (         M 
dans  cntm  sera 

NOTE  29.  L'exposant  de  e  dans  l'expression  en 
question  deviendra 

kt^fY  +  tn(a)-(Zm+l)Xn(a')±Xn(a'), 

et  le  coefficient  de  -$-  sera  =pi  +  2m+l  correspondant 
à  —  Àn(af),  ou  =Fl-f  2  m — 1  correspondant  à  +  Àn(a'). 
Si  fin, m  ou  yn>m  est  développé  en  série  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  (      '  *  ) ,  les  coefficients  de  (      '  ^  ) 

deviendront 

^(JV-iWl/  1\       2m+l\ 

v=±=;  (iv+ 1)-+*  \4V  "^ivy       2^  j' 

(i)  correspondant  à  7-„>m  pour  m  impair  ou  pair. 

NOTE  30.  Si  l'on  suppose  que  v-\-\  désigne  la 
distance  d'un  rayon  incident  à  l'axe,  on  reconnaîtra  que 
0  est  l'angle  l'incidence  et  6'  l'angle  de  réfraction,  tandis  que 
ê  et  ê'  désignent  les  angles  sous  lesquels  le  rayon  ré- 
fracté et  réfléchi  (une  ou  plusieurs  fois)  par  la  sphère 
coupe  l'axe,  ce  qu'on  voit  facilement  en  remarquant  que 
la  distance  du  rayon  au  centre  est  toujours  la  même  au 
dehors  de  la  sphère,  et  qu'elle  reste  aussi  constante  à 
l'intérieur  de  la  sphère. 

Les  développements  suivants  du  mémoire  prennent 
tous  comme  point  de  départ,  qu'un  terme  de  la  série 
qui  exprime  le  mouvement  lumineux  dont  l'indice  est  v, 
représente  le  rayon  incident  à  la  distance  »  de  l'axe,  et 

33* 
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que  la  partie  d'un  terme  d'indice  n  correspondante  à  bn>  m, 
etc.,  représente  la  partie  du  rayon  réfléchie  m  fois. 

NOTE  31.  La  valeur  de  l'amplitude  est,  d'après 
mes  calculs,  21,326,  elle  de  l'intensité  454,80. 

NOTE  32.  On  reconnaît  immédiatement  que  les 
dérivées  par  rapport  à  a  des  quantités  qui  n'entrent 
pas  dans  l'exposant  seront  d'un  ordre  de  grandeur  plus 
petit  que  celui  des  dérivées  des  quantités,  qui  entrent 
dans  l'exposant.  De  même  on  voit,  si  l'on  ne  conserve 
que  les  termes  d'ordre  supérieur  dans  l'expression  (79), 
qu'on  peut  négliger  la   partie  de  la  dérivée  par  rapport 

à  w  obtenue  par  différentiation  de  1/  ""     .  '  . 
r  y   7rnsm<p 

NOTE  33.    Gomme  on  peut  admettre  que  ^^  —  °> 

ou 
on  aura 

d(Fa)  ==  Ô(Fa)    dd      d(Fa) 

da  de    '  da^~    da    ' 

Mais 

yjr 

Fa  =  lct--£-tu(a)+<fi, 

où  (p  est  composé  de  termes  qui  ne  contiennent  pas  a, 
et  par  conséquent 

dFa  dUa)  Q 

—= = P-^  =    COS#. 

da  da 

NOTE  34.     <p  ne  figure  dans  Fa  que  par  le  terme 

NOTE  35.  Comme  on  sait  par  la  théorie  des  fonc- 
tions jT,  on  a 


t->-  yïtifi+*> 


519 


où  â  tend  vers  zéro ,   si  p  croît  infiniment.     Par   consé- 
quent on  a  approximativement,  si  n  est  un  grand  nombre, 

(2fl)2«+i        1.3...2n— 1  __  (2q)>*+l[/X2»+l)T 
1.3.5...4n+l      2-4... 2rc      ~~  r(4w+2)[r(rc+l)]2 
2?r      ,2w+1\4w+2 


w^m 


J\  2n+2 


1  /_2«_  /4rc-f-2\4*+2  2?r     /w+1\ 
V4w+1V      «/        n+T\~~7/ 

e(ae)2n+l 

"  VT(Zn+l)[<2tn  +  \)~]2n+i' 

expression  qui,  comme  on  voit,  devient  infiniment  grande 

.  .       ae     ^   . 

en  même  temps  que  n,  si  s — r-^>  1- 

NOTE  36.     Si    rc+|  — a    est    du    même    ordre    de 

grandeur  que  a,    1 —y  ne  peut  pas  devenir  nul  ou 

très  petit.  Les  deux  limites  de  l'intégrale  peuvent  être 
regardées  comme  des  quantités  de  la  même  nature  que  co. 

On  voit  en  développant  l'intégrale  en  série  qu'elle 
peut  être  mise  sous  la  forme  d'une  somme  de  termes 
tels  que 

^\r->sin[(i±^)-,--f 

où  m  est  un  nombre  entier  et  Am  une  constante.  Mais, 
d'après  la  formule  (39),  cette  somme  doit  s'évanouir. 
(Voir  pourtant  la  note  14.) 

NOTE  37.    On  a 

T(2n  +  2)r(2w) 


l2.32...(2w-l)2(2^+l)  = 


2,»-ir(n)r(w+i) 


Si  l'on  se  sert  de  la  formule  citée  dans  la  note  35,    on 
obtiendra  l'expression  donnée  dans  le  texte. 
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NOTE  38.  On  reconnaît  par  la  formule  (66)  ou  (67) 
que,  dans  le  cas  cité,  vl-\-wl  n'est  pas  d'un  ordre  supé- 
rieur que  l'unité.  Par  conséquent  vnwn  ne  peut  pas 
être  d'un  ordre  plus  grand  que  l'unité. 

NOTE  39.  On  suppose  ici  que  w,  n— m  et  n-\-m 
sont  des  nombres  très  grands.  Dans  cette  hypothèse  on 
peut  appliquer  la  formule  citée  dans  la  note  35,  et  l'on 
obtiendra 

(n-m+\)(n-m-\-(2)...(n  +  m)    1-3  ...  (2m-l) 
~  a2m  2- 4. ..2m 

r(»+m+l)r(2m+l) 


22ma2"/>-m-j-l)[T(m+l)]2 

<?-2"+>(rc  +  w+l)"  +  *  +  "'(2m+l)2"-H 
22m  +  Mml/rc(n-m+l)n-"'+*(w  +  l)2m+1 

Mais,  comme  n-\-m-\-\  est  très  grand,  on  aura 

(n+w+l)»+*+™  =  (n+m+±y+l+ml  1  +     ,  K*\  1X  ) 

=  (w  +  m  +  i^+^+M, 

et  de  la  même  manière 

(n— m+l)n-"'+*  =  (m—  m +  *)"-"'+ M, 
(2w+l)2m+*  —  (2»n)2»+*«, 
(m_(_l)2«+i  =  m2m+le\ 

où  l'on  voit  pourtant  que  toutes  ces  expressions  ne  sont 
qu'approximatives.  En  introduisant  ces  valeurs  dans 
l'expression  trouvée  ci-dessus,  on  obtiendra  l'expression 
du  mémoire. 

m*  1 

NOTE  40.      Les  termes  ,    ',   t    ■  — ,    etc.,    de   la 

(n  +  lY  4-o' 

série  qui  représente  F(m)  sont  ici   négligés.      Cela   sera 
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permis,  si  l'on  peut  supposer  que  l'ordre  de  grandeur 
de  m  soit  inférieur  à  celui  de  n.  Mais,  comme  on  le  voit, 
les  termes  de  la  série  (66)  deviennent  très  petits,  si  l'ordre 
de  grandeur  de  la  quantité  m  s'approche  de  celui  de  n. 

NOTE  41.     Mes  calculs  donnent  0,5172. 

NOTE  42.  Pour  vérifier  les  formules  (105)  et  (106), 
il  est  nécessaire  de  former  le  produit  et  la  somme  des 
carrés  des  séries  qui  figurent  dans  leurs  seconds  membres. 
On  voit  immédiatement  que  les  résultats  de  ces  opérations 
seront  des  séries  procédant  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  e.  Si  nous  formons  v„(a)wn(a),  le  coefficient 
de  e3q  sera 

m)r(q+i)  ,   /Xfl/Xsr-l+i)  , 


3VZ  e 


l\3q\         '        3!3(2— 1)!        ' 

Nous  appellerons  K3q  la  série  entre  crochets  et  nous 
chercherons  à  sommer  cette  série. 
On  a,  comme  on  sait, 


r(n)  r(m) 

f(n  -f-  tn) 


Vf +!)»+• 


(le  second  membre  étant  la  fonction  eulérienne  désignée 
par  B),  et  par  conséquent 

k-l  +  i-l-gg-2  4-l      39! L|g-3+j      3?! i 


3j!    X 


3g-3!3!   ■  *  3g-6!6! 


Si  a  et  â  désignent  les  deux   racines  cubiques  ima- 
ginaires de  l'unité,  l'expression  ci-dessus  peut  s'écrire 


!  3  <*- 

Un 


r-       i  i\q+ i) Vr *[(f*+ i)^+(«#+i)3'+(â^+i)^]^ 

34       3       39!      \  (f+ir* 
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expression  qui  peut  être  transformée  en 

K    _  *\9  + 1)  ("[(«  +  O3'  +  («*  + 1  )3? + («*  +  »  )3?]  «fa 

3?i  )  (*-+ir* 

V  o 

ou,  sous  une  forme  plus  condensée, 

/Tî+#)C(«*+1)M» 


(1)  #3,   = 


!  i 


3c!       1    (z8+l)?+i 

I/o 

En  intégrant  par  parties,   on  en  déduit 

m     k       As + §)  3  g  +  2  fea^as  +  i)w  <fa 

I/o 

et,  en  remplaçant  x  par  —, 

32!     3$+lJ(^8+l)?+,+t 
En  additionnant  ces  deux  expressions,  on  obtient 

(4)    ^./ft+ftSt  +  aCWir^if+i)^ 

w  3?!     3?+lJ         (s'+iy+'+i 

-  d(d2+2)(^+3)A3g+1 3^—3^+1  J-     («P+ljH-.+i 

ou  bien 

2A$+I)   3<7  +  2   \2ax(ax+l)^+2dx 


■ 


(5)      3X8(,+ir(32+2)(32+3)  3g,        33+1  ^+ 

t/o 

ce  qu'on  voit  en  remplaçant  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (4)  KZq  par  l'expression  (2).  On  aura  par  con- 
séquent 


(6)  Ks(q+i)    = 

3(q 
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l  +  i)\Iax(ax+  1)3?+2 
-1)!      Jo      (a-3+l)*+«+* 

%r{q+\  +  l){l{ax+\y*+*dx 
3(2+1)!     J    (x9+if+i+l 


1 

où  la  dernière  expression  s'obtient  en  remplaçant  x  par-. 

Par  conséquent  on  aura 

m  K  2/Xg+l)  Ù(a*+1Y<-Idx 

(7)  Ksq  =  -3^-  ^     (;B3+1),+f      - 

et,  après  intégration  par  parties, 

2/1(2+1)   3î  +  2f^ô»»(aa;4  l)3^ 


f  Z\ZaxX 

4   1  <*" 


(8)  *  32!  Si     !    (rf+l)*H+' 

3?!  3q     J^+iy+'+i 

par  où  l'on  obtient,    en  ajoutant  la  première  expression 
au  double  de  la  seconde, 


(9)    ^."tt+l  +  Df 
39!3,       J 

M+fiC 
!3*      i 


,?(«*+ l)3?+'-2(a*+l)3*  ^ 


=  2r(g+l  +  l)\-S«^(aa;+')3?+2-^3(aa:+1)3Vr 
32!32       J  (a»+l)«+1+î 

et,  en  additionnant  de  nouveau  ces  deux  expressions, 

(10)  1KM=  ^±t»(32+l)(3?+2)(32+3)-^|±i)/ir3, 
fin         /r  (*î+i)*W 


(32  +  l)(32  +  2)(3?  +  3)- 
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Mais  on  a 

4)'  -  *vm 

et  on  reconnaît  alors  facilement  que 

K     »(g-i+*)(g-g+»-*/xi)' 


«*l/l/-(î  +  è) 


32! 

D'une  manière  analogue  on  peut  sommer  les  autres 
séries,  qui  représentent  dans  vnwn  et  dans  Vn-\-u?l  les 
coefficients  des  puissances  de  e. 

NOTE  43.     On  fait  ici  l'hypothèse  que 
a  >fi  + £  >  al. 

NOTE  44.  Les  termes  de  la  série  qui  représente 
Xn(a)  seront  de  la  forme 

am-i     l 

tandisque  les  termes  des  séries  qui  réprésentent  â  ou  A 
seront  de  la  forme 

Bmzm 

où  Am  et  Bm  sont  indépendants  de  a 

NOTE  45.  Dans  ce  qui  suit  on  présuppose  que 
l'équation  (68)  est  valable  pour  la  variable  a. 

NOTE  46.  2»(o)  croît  toujours  en  même  temps  que  w, 
ce  qu'on  reconnaît  par  l'équation  (66).  Si  a—{n-\-\)  est 
positif  et  d'un  ordre  de  grandeur  supérieur  à  celui  de  a1 ,  qu 
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peut  être  exprimé  par 


Par   conséquent   qn(a)   sera   d'un   ordre  plus  grand  que 

l'unité,    si    a  —  w<«?,    où  j  est    une    fraction  propre- 
ment dite. 

NOTE  47.     En  vertu  de  l'équation  (63),   Xn  est  nul 
pour  a  =  0,  et  en  vertu  de  l'équation  (64) 


/U  ==  \^ 


ï 


Mais  comme  qn  croît  rapidement  avec  n,  si  w>a,  on 
voit  que  Xn  décroît  très  vite  avec  la  même  quantité. 

NOTE  48.  Voir  le  développement  qui  suit  dans 
le  texte. 

NOTE  49.  On  obtient  cette  expression  en  rempla- 
çant la  sommation  de  la  série  par  une  intégration. 

NOTE  50.  Je  ne  puis  reconnaître  la  légimité  du 
raisonnement  de  Lorenz.  Mais  l'ordre  de  grandeur  de  r 
étant  celui  de  a?,  l'ordre  de  r'  sera  celui  de  a~ *  ,  et 
dans  l'expression 

z  T      z 

p*+z(a)  =  fiU(a)  +■  yt  —  fp  J72  '  *  • 

le  second  terme  sera  du  même  ordre  que  a~ *,  et, 
comme  on  le  reconnaît  facilement,  le  résultat  de  Lorenz 
subsiste  néanmoins. 

NOTE  51.  Les  expressions  citées  sont  les  coefficients 
de  knkm,  snsm  ou  de  knsm.     On  voit  immédiatement  que 
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Pm    ,   dPnd2Pm 


f*   (d'Fn 

rw 


d(p         dtp    dcp2 


)- 


dPn  dP„ 


d(p    d(p 


0. 


Gomme  on  sait,  la  fonction  Pw(cos^)  satisfait  à  l'équation 

d2P  f?P 

Par  conséquent  on  aura 

fsin    (d2p»d2p™    I       X     dPndPm\d 
\      *\  d(p2    d<p2       sm2<p  d<p    d(p  )    ^ 

Csinp    ^cot^^  +  n(n+l)Pn^cot^^  +  m(m+l)Pmj 

, 1     dPmdPn-\d 

'  sin2^  dtp   d(p  \    ^' 

Si  l'on  pose  cos^>  =  #,  cette  expression  peut  s'écrire 


-s 


|(a'§î-B(M+1)p-)(^-«<w+I)i>-)  + 


dPn  dPn 


dx    dx 


dx 


-i 

+  »(»+l)m(M+l)P„Pm  +  2^^ 

Si  l'on  pose  n>m,   tous  les  termes  de  cette  expression 
s'évanouiront,  à  l'exception  de 


\(  — m(m-\-  1) 


dP„       dPrdP, 

dx  dx 


dPm\, 

-dx~rx' 


à  cause   de  la  relation  bien  connue  \fm  Pn  dx   =   0 ,    si 


S? 


fm  est  un  polynôme  entier,  de  degré  inférieur  à  celui  de 
Pn.    Mais  cette  expression  est  égale  à 
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Mais 


dP 

-m(m+l)xPmPn  +  2Pn^ 

rIP 

_»(»+i)»p.+î^ 


s'évanouit  tant  pour  x  =  -\-\   que  pour  x  =  —  1 ,  en 
vertu  de  la  relation 

(l-a^-2*^+m(m  +  l)P*  =  0. 

Si  n  =  w,  en  se  servant  de  la  relation 

dPn      dPn^ 
x 

on  aura 


dx 


dx 


=  nPn, 


-|%-'-^)"+(S)i 


G?# 


(fo 


dx 


dx 


.1  2rc  +  l 
-  "^  l)-1-n(n-l)  +  2-^^  -  -^f/. 

NOTE  52.  Gela  implique  la  supposition  que  iV  est 
très  grand,  supposition  qui  est  faite  à  la  fin  du  mémoire 
«Théorie  de  la  dispersion". 

NOTE  53.  On  suppose  ici  que  la  lumière  transformée 
(émise)    par   le    système    de   sphères   est   absorbée   par 
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ce  système,  hypothèse  dont  l'admissibilité  est  très  dou- 
teuse. Mais,  quand  bien  même  cette  hypothèse  serait 
admissible,  on  ne  peut  pas  admettre  que  chaque  sphère 
d'un  système  composé  de  plusieurs  couches  absorbe  la 
même  quantité  de  lumière. 

NOTE  54.     a'  est  ici  très  grand  en  comparaison  de 
a  et  par  suite  N  est  très  grand. 

NOTE  55.     Les  expressions  de  pn  et  qn  ne  sont  pas 
tout  à  fait  exactes.     On  a 

l2-32 . . .  (2rc-l)2(2n+  1)       <Mn{a!)  +  N*nvn(a!) 
Pn  '  «2n+1  «X («')  -  N*(n  +  l)vn(a')  ' 

et  si  À  est  une  racine  de  l'équation  pn  =  0,  la  valeur 
de  pn  pour  À-\-â,  â  étant  très  petit,  sera 


Pn  —  — 


dpn 


da! 


Lorenz  suppose  que  N  est  constant,  quoiqu'on  ne 
puisse  savoir  s'il  en  est  ainsi  en  réalité,  et  qu'on  doive 
plus  correctement  supposer  que  N  est  une  fonction  de 
X.     Dans  l'hypothèse  de  Lorenz,  on  a 


Pn  — 


alvn(al)  +  anv'i(a!)  +  a'N2nv'n(a') 


l2.32...(2w-l)2(2n+l)     â 


et 


a'v'n(a')-NXn+\)vn(a') 
Mais  en  vertu  des  équations 

a!v'n{a!)  +  N2nvn(a!) 
'n(n-\-  1) 


,2n+l 


X 


<(«') 


/»(n+l)       A      f  n 
\      a'2        -{)M*)> 


les  quantités   v'„  (a')   et  v'i  (a')  peuvent  être  éliminées  de 
jp„,  et  on  obtiendra 
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n(n+l)       a'2 


iV2  JV 


__"    —w8^ 


l2.32...(2rc— l)2  £ 

a2»+i  -y 


mais  comme  -r™  =  a2,   on  peut  négliger  ce   terme  et  le 
résultat  sera 

JV2—  1 


Pn    — 


iV2 


nfn+lj  +  n1^' 


l2.32...(2n  —  1)2<? 

a2n+l  J 


La  formule  (112)  peut   être    employée  à   calculer  la 
valeur  de  qn.     On  aura 


Sa 


-  «£(*)  ^(«i+^^(«K(«') 


;  l-ZV^(a)^(«')-<(a)^n(a') 

Mais  comme  a!  est  racine  de  l'équation 

aNv'n(at)  +  nvn(c!)  =  0, 

on    obtiendra   facilement,    en    négligeant    les   puissances 
supérieures  de  «, 


qn  = 


l2.32...(2rc-l)2 


d-^i- 


-o<sH-»o^X<x>- 
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